ІІІ ЕТАП ВСЕУКРАЇНСЬКОЇ УЧНІВСЬКОЇ ОЛІМПІАДИ З МАТЕМАТИКИ

                                 КИЇВСЬКА ОБЛАСТЬ 20013/2014 н. р.
Умови та розв’язання задач

                 7 клас

7. 1. В авіаційному гуртку, де займаються Іванка та Даринка, не менше 91% -  хлопці. Чи може бути в цьому гуртку менше ніж 21 хлопець?
Відповідь: ні. 

Дівчат у гуртку не менше ніж 9%  і не менше ніж двоє. Тобто 9/100 загальної кількості не менше ніж 2 особи. Звідси загальна кількість учнів, що займаються у гуртку не менша за 200/9 = 22, 222. Отже у гуртку щонайменше 23 дитини, а хлопців не менше ніж 23 - 2 = 21.

7. 2. Братові й сестрі зараз разом 63 роки. Зараз сестрі вдвічі більше років, ніж було братові тоді, коли сестрі було стільки років, скільки братові зараз.  Скільки років сестрі й скільки братові?
Відповідь: 36 і 27.

Нехай зараз сестрі х років, тоді братові 63 – х років. Вік сестри дорівнював (63- х)   х – (63 – х ) = 2х – 63 років тому.  Братові тоді  було 63 – х – (2х - 63) = 126 – 3х років. Маємо рівняння х = 2 ( 126 – 3х).  

7. 3. Доведіть рівність двох трикутників за двома висотами  та кутом між сторонами, до яких ці висоти проведено.
Нехай у трикутниках АВС і А1В1С1 висоти АК і А1К1 та ВР і В1Р1 відповідно рівні; 
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 з гострим кутом і катетом, звідки АС=А1С1.
 2)Аналогічно, з 
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 маємо: СВ = С1В1. 
3) Трикутники АВС і А1В1С1 рівні за першою ознакою.

7. 4.  На чудо-дереві ростуть 25 бананів і 30 апельсинів. Кожного дня Чудо-юдо зриває два плоди. Замість цих двох зірваних фруктів виростає: один  апельсин, якщо було зірвано два однакові фрукти; банан, якщо зірвали два різні фрукти. Яким буде той фрукт, що залишиться на цьому дереві останнім?

Відповідь: Банан. 

 
Парність кількості бананів не змінюється в обох варіантах зривання плодів. Вихідна кількість бананів непарна, тому кількість бананів залишається непарною. Отже, останнім фруктом може бути лише банан.

8 клас

8. 1. Див. 7-1.

8. 2. Знайдіть максимальну суму цифр суми цифр чотиризначного числа.
Відповідь: 11.

Максимальна сума цифр чотиризначного числа дорівнює 9 + 9 + 9 + 9 = 36. Отже треба шукати двозначне число не більше за 36, сума цифр якого найбільша. Це число 29 – сума його цифр 11 (вихідне чотиризначне число, наприклад, 9992). 

8. 3. Сестрі втричі більше років, ніж було братові тоді, коли сестрі було стільки років, скільки братові зараз. Коли братові буде стільки років, скільки сестрі зараз, їм буде разом 28 років скільки років зараз сестрі і скільки братові? 
Відповідь: Сестрі 12 років, а братові – 8. 

Нехай сестрі х років, а братові – y років. Складаємо табличку

	
	Було 
	Зараз 
	Буде

	Брат
	y – (x – y)
	Y
	x

	Сестра 
	y
	X
	x – (y – x)


 Розв’язком системи рівнянь х = 3(2y – x)  і 3x – y = 28 є х = 12, y = 8.
8. 4. На основі ВС трикутника АВС знайдіть таку точку М, щоб кола вписані в трикутники АВМ і АМС мали спільну точку дотику.
Відповідь: М - точка дотику вписаного в трикутник АВС кола. 
1) Лема.  Якщо точку дотику до сторони АВ  вписаного в трикутник АВС кола позначити як К, то АК = р – а, де р – півпериметр даного трикутника і ВС = а. Позначте однаковими літерами рівні відрізки на сторонах трикутника (див. мал. 1). 
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Мал. 1

Тоді: 2р = 2х +2y = 2z, x = p – (y+z) = p – a. 

 2)Позначимо  спільну точку дотику даних кіл як К  (мал.2).



[image: image7]
Мал. 2

 З трикутника  АСМ маємо МК = (АМ + СМ - АС) : 2. З трикутника  АВМ маємо МК = (АМ + МВ – АВ) : 2. Тоді СМ  - АС = МВ – АВ. Із врахуванням того, що СМ = СВ – МВ, отримаємо МВ = (СВ + АВ – АС ) : 2 = р - b  і точка М є точкою дотику вписаного в трикутник АВС кола (за аксіомою відкладання відрізків).

8. 5. Учні школи вишикувані прямокутником. У кожній колоні обрали найвищого учня, а з них обрали найнижчого. Ним виявився Микола. Потім у кожній шерензі обрали найнижчого учня, а з них обрали найвищого. Ним виявився Петрик. Хто вищий – Микола чи Петрик?
Відповідь: Петрик не вищий за Миколу.

Розглянемо ріст учня, який стоїть у одній колоні з Миколою і у одній шерензі з Петриком. Він не вищий за Миколу і не нижчий за Петрика. Отже Петрик не вищий за Миколу.

9 клас

9. 1. Якщо звечора на Полі Чудес закопати золоті монети, то зранку замість них виростає дерево із золотими монетами замість листя. Буратіно прийшов на Поле Чудес у понеділок, маючи при собі п’ять золотих монет. Він хоче отримати не менше ніж 2000 монет. Скільки монет щонайменше має виростати на одному дереві, щоб мрія Буратіно здійснилася ранком у п’ятницю?
Відповідь: 5. 
Нехай за ніч на  одному  дереві виростає n монет. Тоді  у вівторок Буратіно матиме 5n монет, у середу 5n2, у п’ятницю 5n4 монет. Отже, 5n4 
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9. 2. В чотирикутник АВСD можна вписати коло. Доведіть, що кола, вписані в трикутники АВC і АCD мають спільну точку дотику. 
Точки дотику 
[image: image12.wmf]1
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 до АВ і ВС  поділяють їх на відрізки із довжинами х, z і z, y відповідно (мал. 3).  
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Точки дотику 
[image: image14.wmf]2
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 до СD і DA  поділяють їх на відрізки із довжинами n, t  і t, m відповідно (мал. 3). Маємо, що АС = x + y = m + n. Чотирикутник описаний, отже z + y + m + t = x + z + n + t, тобто  y + m = x + n. З системи x + y = m + n і  y + m   = x  + n  отримаємо, що 2y = 2n, тобто y = n.

9. 3. Чи можна розрізати квадрат 
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  на 25 прямокутників 
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Відповідь: Ні . 
Пофарбуємо дошку в чотири кольори (див. мал.). Довільна  фігурка (прямокутник 
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)  містить по одній клітинці кожного кольору , а клітинок першого і другого кольору різна кількість.
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                                          Мал. 4
9. 4. Число р – просте, більше за 3. Доведіть, що число р2 – 1  кратне 24.
Представимо задане число у вигляді (р - 1)( р + 1). 

 Число р – непарне за умовою, тоді  числа  (р - 1) і   (р + 1) – парні. Число р – не ділиться на 3. Тоді  одне з чисел  (р 
[image: image18.wmf]±

 1)  кратне 3.

Доведемо, що обидва множники  (р - 1) і   ( р + 1) не тільки парні, а ще й один з них ділиться на 4. Скористаємося методом від супротивного. 

Нехай числа   (р - 1) і   ( р + 1) не діляться на 4. Число р – просте і не може бути кратним 4. Тоді одне з чисел   (р - 2) і   ( р + 2) ділиться на 4 (бо з чотирьох послідовних чисел одне кратне 4), тобто або (р - 2) або ( р + 2) є парним. 

З останього випливає, що буде парним або число (р – 2) + 2 = р,  або (р + 2)  - 2 = р, чого бути не може. 

Тоді  задане число р2 – 1 ділиться на добуток чисел 2, 3, 4, тобто на 24.

9. 5. У гострокутному трикутнику АВС: АD – бісектриса, ВМ – висота. Доведіть, що кут СМD більший за 45о.
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Мал. 5
Точка D належить бісектрисі кута А (мал. 5), отже відстані цієї точки до сторін АС і АВ трикутника рівні (DP і DK відповідно). Нехай DK перетинає ВМ у точці F. Проведемо DN 
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ВМ. Маємо: PM = DN, як сторони прямокутника PМND;  DN <DF, як катет і гіпотенуза трикутника DNF. Тоді DP = DK > DN = PM. У прямокутному трикутнику MPD маємо DP  >  PM, тоді 
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 . Звідки випливає правильність твердження задачі (бо
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       10 клас

10. 1. Див. 9-4.

10. 2. Див. 9-5.
10. 3. Побудуйте переріз правильної трикутної піраміди SАВС площиною, яка проходить через середину М ребра SА перпендикулярно до  висоти СN основи піраміди.
                                                  Аналіз
Позначимо січну площину як α, а 
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 (мал. 6).
[image: image25.jpg]




1) СN 
[image: image26.wmf]a
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2) У площині АВС: СN
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3) Якщо провести у площині α  МР
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4) SО
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→ SО//МР. Тоді SО і МР лежать у одній площині (SОА) і точка Р є точкою перетину АО і 
[image: image37.wmf]KD
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5) У (АSО): МР// SО, АМ = М S, тоді (за теоремою Фалеса) АР = РО.

6) KD
[image: image38.wmf]a
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, KD //AB→AB//α. 

7) Нехай  
[image: image39.wmf]F
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. АВ //α, тоді АВ не перетинає МF і АВ // МF, (вказані прямі лежать у площині АSВ).

                                       План побудови 
1) У (АВС) будуємо Р - середину [АО].

2) У (АВС) через точку Р проводимо KD//АВ.

3) У (АSВ) через точку М проводимо МF//АВ.

Чотирикутник KMFD – шуканий.

                                     Доведення

Маємо за побудовою: АР = РО, KD//АВ, МF//АВ. Маємо за умовою: АМ = МS, СN
[image: image40.wmf]^

АВ.

Треба довести: (1) точки K, M, F, D лежать у одній площині;  (2) ця площина перпендикулярна до СN.

1) KD//АВ, МF//АВ→ KD//МF і точки K, M, F, D лежать у одній площині α і (1) виконується.

2) У (АSО):  АМ = МS, АР = РО → МР // SО (за оберненою теоремою Фалеса).

3) МР // SО, SО
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4) У (АВС):  СN
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АВ, KD//АВ→ СN
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5) СN
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[image: image47.wmf]^

МР→ СN
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(KMD) і (2) виконується.

Щ. в. д.
10. 4. Зобразіть на координатній площині геометричне місце точок, координати яких відповідають співвідношенню 
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 і знайдіть площу утвореної фігури.
Відповідь: 144. Це квадрат із довжиною сторони 12, сторони якого паралельні осям координат, а центр О(-1; 0). 
Його можна побудувати  паралельним  перенесенням вдовж осі абсцис ліворуч на 1 ГМТ, що відповідає 
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. Останнє ГМТ симетричне відносно осей координат. У першій чверті вираз 
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 симетричний відносно бісектриси 
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1) Будуємо ГМТ 
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2) Здійснюємо перетворення симетрії відносно бісектриси 1-ої чверті (мал. 7-а).


                                                                   Мал. 7-а
3) Здійснюємо перетворення симетрії відносно координатних осей (мал. 7-б).

                                                                   Мал.7-б
10. 5.  На столі стоїть 9 стаканів вверх дном. Грають двоє, роблячи ходи по черзі. 

За один хід дозволяється перевернути будь – які 4 стакани або доставити нові 2 стакани вверх дном. Виграє той, після ходу якого всі стакани стоятимуть вниз дном. У котрого з гравців є виграшна стратегія? Відповідь обґрунтуйте.
Відповідь: ні. 

Незалежно від ходів суперників кількість склянок, що стоять вверх дном, залишається непарною. А тому досягти того, щоб усі склянки стояли дном донизу, не вдасться жодному із гравців.
11 клас

11. 1. Див. 10-5.

11. 2. Знайдіть таке натуральне число n, щоб 
[image: image54.wmf]3
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 було шостим степенем якогось  цілого числа.
Відповідь: такого числа не існує.

Число 
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 при діленні на 7 може давати остачі 3, 2, або 4, а шостий степінь при діленні на 7 може давати остачі 0 або 1. Рівність між ними неможлива.

11. 3. На клітчатому папері відмітили п’ять  точок, що містяться у вершинах клітинок. Доведіть, що хоча б один із відрізків, що з’єднує ці точки проходить через вершину клітинки.
Введіть систему координат із початком у одному з вузлів, осями вздовж ліній сітки та одиничним відрізком, що дорівнює стороні клітинки. Якщо позначати парні числа як П, а непарні як Н, то координати довільного вузла нашої сітки матиме вигляд (П; П), або (Н; Н), або (П; Н), або (Н; П). Тобто хоча б дві із заданих п’яти точок мають координати однакового виду. Нехай то будуть точки (х1; y1) і (х2; y2) . Тоді середина відрізка, що з’єднує ці точки має за координати цілі числа: 
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11. 4. У рівнобедреному трикутнику АВС (АВ = ВС) кут В дорівнює 108о, АР  і ВК – бісектриси. Доведіть, що АР = 2ВК.
І спосіб. Нехай I – інцентр, КМ – середня лінія даного трикутника, 
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                                            Мал. 8-а

1)
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2) МК||BC, ВК - січна, тоді 
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    МК||BC, АР - січна, тоді 
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     Звідси FI =IK (
[image: image62.wmf]IFK

D
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3) МК - середня лінія, тоді трикутники АМК і АВС подібні з коефіцієнтом подібності 0,5. Звідси АF = 0,5 AP, тобто АF = FР.

4) 0,5AP = FР = FI + IP = IK +BI= BK.

ІІ спосіб..

1) Подвоємо медіану ВK – отримаємо ромб АВСD (мал. 8-б).
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                                      Мал. 8-б

2) IB = IP (див. п.1 способу І), IА = ID (бо ВР || АD, АР і BD – січні і 
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). Тоді АВРD – рівнобічна трапеція, навколо неї можна описати коло і 
[image: image65.wmf]BAP

BDP

Ð

=

Ð

.

3) ΔАВР = ΔDРВ (за ІІ ознакою) . Тоді АР = ВD = 2 BK.
11. 5. У тетраедрі  АВСD точки М і N – центроїди граней АВD і ВСD відповідно. Доведіть, що MN || AC і знайдіть відношення цих відрізків.

5. Відповідь: 1 : 3. 

I спосіб. 

1) 
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 (мал. 9); 
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                                      Мал. 9

2) 
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3) 
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 EMBED Equation.3 [image: image71.wmf]AC
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ІІ спосіб. 

1) М і N – центроїди трикутників АВD і DBC, DP і DE – їх медіани. Тоді у ΔРDE маємо DM : MP = 2 : 1 = DN : NE і за оберненою теоремою Фалеса MN || PE. 

2) MN || PE, тоді трикутники DMN і DPE подібні з k = 2/3. Отже MN = 2/3 РЕ. 
3) РЕ = ½ АС як середня лінія трикутника АВС. Маємо:  MN = 2/3 РЕ = 1/3 АС.
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