УМОВИ ТА РОЗВ’ЯЗАННЯ
ІІІ етапу Всеукраїнської олімпіади з математики 2014-2015 рік

18 січня 2015року на базі Київського обласного інституту післядипломної освіти педагогічних кадрів було проведено ІІІ етап Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики  Київської області. Пропоновані учням задачі частково було взято з пакету завдань, підготовлених Міністерство освіти і науки України (Київським національним університетом імені Тараса Шевченка), частина задач - працівниками КІПОПК. Вашій увазі пропонуються задачі цих змагань та їхні розв’язання

                                                          7 клас

Умови

До завдань 1-2 запишіть тільки відповідь.

1. Чіп і Дейл колекціонують марки. Якщо Чіп дасть Дейлові одну марку, то в них стане порівну марок. Коли ж Дейл дасть Чіпові одну марку, то в Чіпа буде вдвічі більше марок, ніж у Дейла. По скільки в них було марок?

2. Хазяїн має 7 повних бочок з медом, 7 бочок, заповнених наполовину і 7 порожніх бочок. Як розподілити ці бочки між трьома вантажними автомобілями так, щоб на кожному з них було по 7 бочок і на всіх автомобілях був однаковий вантаж? (Переливати мед не дозволяється.)

У завданнях 3-6 обґрунтуйте відповідь.

3. Чи можна розмістити у таблиці розміром 3х3 числа 1; 0; –1 таким чином, щоб суми чисел у всіх рядках, усіх стовпчиках та усіх діагоналях були різні? 

4. В одному українському місті всі мешканці розмовляють українською або російською мовою. Українською говорять 85% усіх мешканців, а російською – 75%. Скільки відсотків усіх мешканців цього міста: а) розмовляють обома мовами; б) не знають української? 

5. У прямокутному трикутнику АВС (
[image: image322.emf]) через середину катета АС провели перпендикулярну до нього пряму, яка перетинає гіпотенузу в точці М. Доведіть, що довжини відрізків МА, МВ і МС рівні.

6. Чи може число, у десятковому записі якого використано 100 одиниць та 100 двійок, а решта цифр – нулі, бути точним квадратом? 

1-2 завдання оцінюється  4 балами.

3-6 завдання оцінюється в 7 балів.
Користування калькуляторами забороняється.

Розв’язання
1. 5 і 7.

2. На машину  №1 - 3 повних, 3 порожніх, 1 напівпорожню;  на №2 і № 3 по 2 повні, 2 порожні і 3 напівпорожні. Можливі інші розв’язки.   

3. Ні. Вказаних сум повинно бути 8, а значень, які вони можуть мати 7. 

4.  а) 60%; б) 15%. Нехай у місті всього N мешканців. Розмовляють обома мовами  0,75N + 0,85N – N = 0,6N. Не знають української 0,75N – 0,6N = 0, 15N. 

5. Вказаний перпендикуляр є серединним до АС, тому МА = МС. 
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. Тоді ΔВМС рівнобедрений і МС = МВ. Щ. в. д.

6. Ні.  Сума цифр числа 300, отже воно ділиться на 3, але не ділиться на 9.

8 клас

До завдань 1-2 запишіть тільки відповідь.

1. За десять днів одна голова двоголового дракона з’їдає мішок моркви. Другій голові на то треба два тижні. За скільки днів дракон з‘їсть мішок моркви, якщо буде працювати одночасно двома головами? 

2. Хазяїн має 7 повних бочок з медом, 7 бочок, заповнених наполовину і 7 порожніх бочок. Як розподілити ці бочки між трьома вантажними автомобілями так, щоб на кожному з них було по 7 бочок і на всіх автомобілях був однаковий вантаж? (Переливати мед не дозволяється.)

3. Троє велосипедистів стартують одночасно та їдуть по сторонах трикутника 
[image: image3.wmf]ABC

 у порядку: 
[image: image4.wmf].
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 Відомі їхні швидкості на кожному з відрізків 
[image: image5.wmf]CA
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: у першого велосипедиста вони дорівнюють відповідно 12, 10 та 20 км/год, у другого – 15, 15 та 10 км/год, у третього – 10, 20 та 12 км/год. Яким може бути значення кута 
[image: image6.wmf]ABC

, якщо відомо, що вони прибули в точку 
[image: image7.wmf]A

 одночасно? 

4. Чи можна з усіх 10 цифр 0, 1, ..., 9, використавши кожну цифру рівно один раз, утворити два числа, одне з яких є квадратом іншого? 

Цифра 0 не може стояти на першому місці в жодному з чисел.
5. У рівнобедреному трикутнику [image: image8.wmf]()

ABCABBC
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 провели бісектрису 
[image: image9.wmf]AD

, а у трикутнику 
[image: image10.wmf]ABD

 – бісектрису 
[image: image11.wmf]DE

. Знайдіть величини кутів трикутника 
[image: image12.wmf]ABC

, якщо відомо, що бісектриси кутів [image: image13.wmf]ABD

 та [image: image14.wmf]AED

 перетинаються на прямій 
[image: image15.wmf]AD

.

6. У комітеті утворили 4 підкомітети, кожним з яких керують по 3 людини з комітету. Для узгодження їхніх дій, кожні два підкомітети серед керівників мають рівно одного спільного члена. Яка найменша кількість людей може бути в комітеті?

7. Доведіть рівність двох трикутників за двома кутами і периметром.

1-2 завдання оцінюється 4 балами.

3-7 завдання оцінюється в 7 балів.
Користування калькуляторами забороняється.

Розв’язання
1. 
[image: image16.wmf]6
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2. На машину  №1 - 3 повних, 3 порожніх, 1 напівпорожню;  на №2 і № 3 по 2 повні, 2 порожні і 3 напівпорожні. Можливі інші розв’язки.   
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. Розв’язання. Позначимо довжини сторін як 
[image: image18.wmf]x

AB

=

, 
[image: image19.wmf]y

BC

=

, 
[image: image20.wmf]z

CA

=

, тоді: 
[image: image21.wmf]12

20

10

10

15

15

20

10

12

z

y

x

z

y

x

z

y

x

+

+

=

+

+

=

+

+

,
[image: image22.wmf]î

í

ì

=

-

=

+

z

y

x

z

y

x

2

3

2

,
[image: image23.wmf]y

x

y

x

z

3

6

2

3

-

=

+

=

. Маємо: 
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4. Не можна. Розв’язання. Якщо число має 3 цифри, то його квадрат не більше 6 цифр, разом виходить не більше 9 цифр. Якщо число має не менше 4 цифр, то його квадрат не менше 7 цифр, тобто разом не менше 7 цифр. Таким чином шуканих чисел не існує. 

5.
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. Розв’язання. Нехай 
[image: image31.wmf]K

 – точка перетину бісектрис кутів 
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 та 
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 (рис. 1), тоді 
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6. 6 Розв’язання. Якщо розглянути керівництво двох підкомітетів, то вони мають рівно одного 1 спільного члена, тоді разом вони містять рівно 5 членів. Таким чином усього в комітеті мінімум 5 людей, позначимо їх числами: 
[image: image40.wmf]}
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. Але з цих 5 членів вибрати керівництво ще одного підкомітету неможливо. Таким чином у комітеті мінімум 6 людей. З них можна утворити керівництво підкомітетів належним чином: 
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7. Нехай для ΔАВС і ΔА1В1С1  маємо: 
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, а +b + с = а1 +b1 + с1. Треба довести, що  ΔАВС = ΔА1В1С1. На продовженні AB та A1B1 відкладемо відрізки ВР = а та В1Р1 = а1 , AK = b  та A1K1 = b1. У ΔСВР: СВ = ВР, 
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EMBED Equation.3[image: image46.wmf]2

/

1

1

1

A

C

K

A

Ð

=

Ð

. Тоді: ΔKСР = ΔK1С1Р1  за IІ оз. і відповідні елементи цих трикутників рівні. З рівності серединних перпендикулярів до РС  та Р1С1, СК та С1К1  маємо рівність РВ=ВС = Р1В1, = В1С1, тобто а = а1; аналогічно b = b1. ΔАВС = Δ А1В1С1 за ІІІ оз.. Щ. в. д.

9 класс

До завдань 1-2 запишіть тільки відповідь.

1. На упаковці вершкового сиру написано: «24% загального жиру і 64% жиру в сухій речовині». Який відсоток води у цьому сирі?

2. Який кут утворюють годинникова та хвилинна стрілки годинника у 9 год 20 хв?

3. Трое велосипедистов стартуют одновременно и едут по сторонам треугольника 
[image: image47.wmf]ABC

 в таком порядке: 
[image: image48.wmf].
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 Известны их скорости на каждом из отрезков [image: image49.wmf],,

ABBCCA

: у первого велосипедиста они равны соответственно 12, 10 и 20 км/ч, у второго – 15, 15 и 10 км/ч, у третьего – 10, 20 и 12 км/ч. Каким может быть значение угла 
[image: image50.wmf]ABC

, если известно, что они прибыли в точку 
[image: image51.wmf]A

 одновременно? 

4. В январе Петя ежедневно покупал себе от одной до трех машинок. Первого февраля он попробовал все купленные машинки расставить в прямоугольник. Когда он расставил их в ряды по 7 машинок в каждом ряду, то оказалась 1 лишняя машинка. Когда расставил в ряды по 10 машинок, то лишними остались 2 машинки. Сможет ли Петя расставить их в ряды по 4 машинки?

5. Известно, что в данную прямоугольную трапецию можно вписать квадрат так, чтобы каждая его вершина лежала на соответствующей стороне трапеции (ни одна из вершин квадрата не совпадает с вершиной трапеции). Постройте этот вписанный квадрат с помощью циркуля и линейки.

6. Для положительных чисел 
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7. Имеются 9 гирь, на которых написано, что они весят 1г, 2г, 3г, ..., 9г соответственно. Известно, что ровно одна из гирь весит легче, чем на ней написано, а остальные ровно столько, сколько на них написано. Можно ли на двухчашечных весах без дополнительных гирь определить неправильную гирю не более чем за 2 взвешивания?

1-2 завдання оцінюється  4 балами.

3-76 завдання оцінюється в 7 балів.
Користування калькуляторами забороняється.

Розв’язання
1. 62,5%.
2. 160о.
3. 
[image: image54.wmf]°
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. Розв’язання. Позначимо довжини сторін як 
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4. Так. Розв’язання. Для деяких натуральних 
[image: image65.wmf]k
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 повинна виконуватись рівність 
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. Тобто треба знайти число між 29 та 92, яке закінчується на цифру 1 та ділиться на 7. Найменшим таким число є 21, але воно менше за 30. Наступним числом є число 91. Зрозуміло, що інших чисел у вказаному проміжку не існує. Таким чином усього машинок у Петрика
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5. Розв’язання. Аналіз. Нехай 
[image: image70.wmf]ABCD

 - дана трапеція з прямими кутами при вершинах 
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 та 
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 - шуканий квадрат із центром у точці 
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 QUOTE  
 два протилежні кути прямі, тому навколо нього можна описати коло. Звідси 
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 (рис. 2). З рівності хорд ОЕ і ОF маємо  
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. Отже в точці 
[image: image85.wmf]O

 перетинаються бісектриси внутрішніх кутів при вершинах 
[image: image86.wmf]A

 та 
[image: image87.wmf]B

 трапеції. Крім того, точки 
[image: image88.wmf]G
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 симетричні відносно точки 
[image: image89.wmf]O

.

План побудови. 1) Будуємо точку 
[image: image90.wmf]O

 як перетин бісектрис кутів при вершинах 
[image: image91.wmf]A

 та 
[image: image92.wmf]B

 трапеції. 2) Будуємо пряму 
[image: image93.wmf]l

, що симетрична прямій 
[image: image94.wmf]AB

 відносно точки 
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. Пряма 
[image: image96.wmf]l

 перетинає відрізок 
[image: image97.wmf]CD

 у єдиній точці 
[image: image98.wmf]G

, що є шуканою вершиною квадрата. 3) Знаючи центр квадрату О та одну з його вершин G, будуємо квадрат GHEF.  (Зрозуміло, що такий квадрат - єдиний.)
6. Розв’язання. Застосуємо двічі нерівність між середніми:
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7. Відповідь: так, можна.

Розв’язання. Покладемо на шальки при першому зважуванні гирі 
[image: image100.wmf]9
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 на праву. Якщо маємо рівність 
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Тоді покладемо на шальки, наприклад, такі комбінації: 
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· Аналогічно, при 
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Аналогічно, якщо при початковому зважуванні вийшла нерівність, то фальшива там, де менша вага. Решта шість гир справжні. Залишається покласти на різні шальки по одній потенційно фальшивій і врівноважити їх справжніми. Наприклад, 
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. Далі все аналогічно, фальшива на більш легкій шальці терезів, при рівновазі – та, що не покладена. 

10 клас

До завдань 1-2 запишіть тільки відповідь.

1. Підприємець купив комп’ютер на 40% дешевше від середньої ціни такого комп’ютера у магазині, а назавтра продав цей комп’ютер на 25% дешевше вказаної середньої ціни такого комп’ютера у магазині. Скільки відсотків прибутку отримав підприємець?

2. Розв’яжіть нерівність 
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3. Для довільних попарно різних додатних чисел 
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4. Знайдіть найменше натуральне число 
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, для якого існують такі натуральні числа 
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5. Вінні-Пух і П’ятачок грають у гру за такими правилами. Є палиця довжиною 15 см. Першим ходом П’ятачок розламує її на дві частини, далі гравці по черзі розламують на дві частини один із наявних шматків. При цьому, шматки повинні мати натуральну довжину (в сантиметрах) і не можуть дорівнювати 1 см. Програє той, хто не може зробити хід. У кого з гравців є виграшна стратегія?

6. Розв’яжіть систему рівнянь:
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7. Точки 
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1-2 завдання оцінюється  4 балами.

3-7 завдання оцінюється в 7 балів.
Користування калькуляторами забороняється.

Розв’язання
1. 25%.

2. х = 1.

3.
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. Розв’язання. Позначимо ліву частину 
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5. У П’ятачка. Розв’язання. Очевидно, що в кінці гри залишаться тільки шматки довжиною 2 і 3 см, при цьому є лише три можливі варіанти кінцевого положення:
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П’ятачок виграє тоді і тільки тоді, коли їхня кількість парна (це означає, що була 
зроблена непарна кількість ходів, тому останнім ходив П’ятачок). П’ятачку для перемоги достатньо гарантувати собі наявність двох шматків по 3 см і одного шматка на 2 см (це унеможливить перший і третій варіанти). На першому ході він розламує палицю на шматки 5 см і 10 см, перший з яких гарантовано рано чи пізно буде розламаний на 2 см і 3 см. Якщо Вінні-Пух наступним ходом розламує палицю 10 см, П’ятачок повинен відламати 3 см від більшого шматка, якщо ні - просто розламати 10 см на 3 см і 7 см. Тоді, незалежно від подальших дій гравців, наприкінці гри будуть принаймні 2 шматки довжиною 3 см і 1 шматок довжиною 2 см, а отже, загальна кількість шматків буде рівна шести, що означатиме перемогу П’ятачка. 
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Маємо: 
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Якщо 
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. задовольняють систему рівнянь,  тому є розв’язками. 
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 – паралелограм випливає рівність 
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Далі з отриманого рівняння для 
[image: image179.wmf]l

 знаходимо наведену відповідь. 

11 клас
До завдань 1-2 запишіть тільки відповідь.

1. Підприємець купив комп’ютер на 40% дешевше від середньої ціни такого комп’ютера у магазині, а назавтра продав цей комп’ютер на 25% дешевше вказаної середньої ціни такого комп’ютера у магазині. Скільки відсотків прибутку отримав підприємець?

2. Розв’яжіть нерівність 
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3. Чи існують дійсні числа 
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4. Знайдіть усі такі натуральні числа 
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, які мають більше 
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5. Відомо, що многочлен 
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можна також подати у вигляді 
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 принаймні 2015 від’ємних та не обов’язково різних. Знайдіть усі коефіцієнти многочлену 
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6. В гострокутному трикутнику [image: image189.wmf]ABC
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 перетинаються в одній точці.
7. Нехай 
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 Розв’яжіть рівняння 
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                                                                       1-2 завдання оцінюється  4 балами.

3-7 завдання оцінюється в 7 балів.
Користування калькуляторами забороняється.

Розв’язання
1.  25%.

2. х = 1.

3. Не існують. Розв’язання. Позначимо 
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 і задана рівність переписується таким чином:
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З останнього маємо, що ця рівність можлива лише при 
[image: image215.wmf]0

=

=

b

a

, що неможливо внаслідок умов задачі. Таким чином задана рівність не можлива.  
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[image: image217.wmf]2

n

, окрім самого числа 
[image: image218.wmf]n

. Тому, щоб мати більше дільників, ніж 
[image: image219.wmf]2

n

 воно повинно ділитись на усі числа від 
[image: image220.wmf]1

 до 
[image: image221.wmf]2

n

 та на число 
[image: image222.wmf]n

. Позначимо через 
[image: image223.wmf]m

 те з двох чисел 
[image: image224.wmf]2

n

 чи 
[image: image225.wmf]2

1

-

n

, яке є цілим. Тоді при 
[image: image226.wmf]10

³

n

 одне з чисел 
[image: image227.wmf]m

 або 
[image: image228.wmf]1

-

m

 взаємно просте з 
[image: image229.wmf]3

. Тому 
[image: image230.wmf]m

n

3

³

, оскільки воно повинно ділитись на 
[image: image231.wmf]3

 та на 
[image: image232.wmf]m

 одночасно. Але тоді 
[image: image233.wmf])

1

(

3

2

1

-

×

³

-

n

n

 тобто 
[image: image234.wmf]9

3

2

-

³

n

n

, що суперечить умові 
[image: image235.wmf]10

³

n

. Для випадку 
[image: image236.wmf]9

<

n

 числа перевіряються безпосередньо.
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. Звідси за теоремою Вієта для многочленів (або просто із заданого розкладу многочлену на множники) 
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З нерівності між середнім арифметичним та  геометричним: 
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З рівності між середнім арифметичним та середнім геометричним випливає, що 
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