Зустріч №7.                                                                                      16. 04. 14

РОЗМИНКА 

0. У подорож рушило дев’ять юнаків і десять дівчат. На першому привалі один із туристів зауважив, що до подорожі кожний юнак був знайомий з однаковою кількістю дівчат, які відправляються в похід, а всі дівчата були знайомі з різною кількістю юнаків. Чи може таке бути? 
0.1. Якщо у кімнаті №1 сховали принцесу, то твердження на її дверях істинне,  якщо тигра – хибне. Із кімнатою №2 – навпаки: твердження на її дверях правильне, якщо там тигр, і  хибне, якщо в ній сидить принцеса. Яку з кімнат обрати принцу, якщо на дверях кімнат розміщено такі написи:

№1. В обох кімнатах принцеси.                   №2. В обох кімнатах принцеси.     

І. ПРОДОВЖУЄМО «ПРОГУЛЯНКУ»  ПОЛЕМ ЦІЛИХ ЧИСЕЛ (див. Апостолова Г.В. «Працюємо на множині цілих чисел»)

ДЕСЯТКОВА СИСТЕМА ЧИСЛЕННЯ ТА ОЗНАКИ ПОДІЛЬНОСТІ

Розглянемо приклади задач, розв'язування яких базується  десятковій формі запису числа. 

1. Доведіть, що число 
[image: image1.wmf]ba
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кратне 9.
Розв’язання

Дане число дорівнює 
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, тобто ділиться на 9.

Щ.в.д.

2. Доведіть, що тризначне  число, записане однаковими цифрами, ділиться на 37.

Розв’язання

 Запишемо задане число у вигляді 
[image: image3.wmf].
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Щ. в.д.

3. Сума цифр трицифрового числа дорівнює 12. Сума цифр його сотень і десятків кратна 9. Якщо від шуканого числа відняти 99, то дістанемо число, записане тими ж цифрами, але в зворотному порядку. Знайдіть це число.

Розв’язання

Запишемо шукане число 
[image: image4.wmf]abc

 у вигляді 100а + 10b + с .

 За умовою:

      (1) а + b + с = 12,      (2) (а + b)
[image: image5.wmf]9

M

,   (3) 100а + 10b + с – 99 = 100c + 10b + a.

З (1) і (2) маємо:  а + b = 12 – с = 9n, де 
[image: image6.wmf]N
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Î

; с = 12 - 9n = 3 (бо с - цифра).

З (3) маємо: 99а – 99с = 99,  а = 1 + с = 4.

Тоді b = 12 – с – а = 5.

Відповідь: 453.

4.  Доведіть, що різниця 
[image: image7.wmf]7
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ділиться на 3.

Розв’язання

Запишемо дану різницю у вигляді 
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]6
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І перше і друге число останнього виразу ділиться на 3, отже і їх різниця теж кратна 3.

Щ.в.д.
5.  Знайдіть  останню цифру квадрата числа, якщо передостання цифра цього квадрата непарне число але не одиниця. 
Розв’язання

Запишемо шукане число с у вигляді с = 10а + b. За умовою 

                      с2 = (10а + b)2 = 100a2 + 20 ab + b2. 
Передостання цифра числа с2 може бути непарною лише тоді, коли кількість десятків у числі b2 непарне. Можливі лише два варіанти: b2 = 16 або b2 = 36. Перший варіант не задовольняє умові задачі (передостання цифра квадрата —не одиниця). 

Відповідь: 6.
6.  Знайдіть всі двозначні числа а, квадрат суми цифр яких дорівнює сумі цифр числа а2.  

Розв’язання

Нехай шукане число 
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1) Зазначимо, що 
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2) Маємо, що 
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.  Розглянемо всі можливі випадки: 10, 11, 12, 13, 14, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 40, 41, 50. З них умові задачі задовольняють: 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 30, 31.

Відповідь: 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 30, 31.

7.  Знайдіть всі натуральні числа, які збільшуються в 9 разів, якщо між цифрою одиниць і цифрою десятків вставити цифру 0.

Розв’язання

Запишемо шукане число  у вигляді 
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 де ввели позначення: 
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Тоді 
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і, враховуючи, що b – цифра, маємо 
[image: image24.wmf]{

}

5

;

0

Î

b

.

У випадку b=0 отримаємо а = 0, тобто 
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У випадку b=5 отримаємо а = 4, тобто 
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Відповідь: 45.

Нагадаємо ознаки подільності числа, що випливають з десяткової форми запису числа (2.1).


Степені 10k (k 
[image: image27.wmf]1

³

) діляться на 2, 5, 10. Тому число а ділиться на 2, якщо остання цифра парна; на 10, якщо а0 = 0. 

Ознаку подільності на 5 доведіть самостійно. 


При k 
[image: image28.wmf]2

³

 степені 10k діляться на 4. Тому 

· ознакою подільності на 4 є ділення без остачі на 4 двозначного числа   
[image: image29.wmf]0
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Доведіть самостійно, що

· число а ділиться на 8, якщо тризначне число 
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Доведемо ознаки подільності на 3 та на 9. Довільне натуральне число 
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Очевидно, що число 
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ділиться і на 3, і на 9. Тоді, якщо число 
[image: image35.wmf])
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ділиться на 3 (або на 9), то і число 
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ділиться на 3 (або на 9). Маємо шукані ознаки подільності.

· Число  ділиться на 3, якщо сума цифр його числа ділиться на 3. 
· Число  ділиться на 9, якщо сума цифр його числа ділиться на 9. 
Зазначимо, що правильними будуть і обернені ознакам подільності твердження. Це легко довести, спираючись на десяткову форму запису числа (2.1).

8. У десятковому запису числа 300 одиниць, кілька нулів, а інших цифр немає. Чи може це число бути повним квадратом?

Розв’язання


Сума цифр даного числа дорівнює 300 і ділиться на 3, але не ділиться на 9. Отже це число не може бути повним квадратом.


Відповідь: Ні.

9.  До числа 10 справа і зліва дописали по одній цифрі так, щоб дістати число, кратне 72. Знайдіть отримане число.

Розв’язання


Отримане число кратне 72, отже ділиться на 8 і на 9. 

З кратності 8 маємо, що останньою його цифрою може бути лише 4.

З кратності 9 маємо, що першою його цифрою може бути лише 4.

Відповідь: 4104. 

 10. Остання цифра квадрата натурального числа 6. Доведіть, що його передостання цифра непарна.

Розв’язання

Задане число 
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 - парне, тоді число а є теж парним, тобто 
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, тобто двозначне число 
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16, або 36, або 56, або 76, або 96. Звідки 
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Щ.в.д.

                        ЧИСЛО ШЕХИРІЗАДИ І ОЗНАКИ ПОДІЛЬНОСТІ НА 7, 11, 13.


Перейдемо до ознак подільності на 7, 11 і 13. У цьому на допоможе число 1001, яке ще називають числом Шехирізади. 
 
Число Шехирізади має кілька цікавих властивостей.

1) Це найменше з чотиризначних чисел, яке можна представити в вигляді суми кубів двох натуральних чисел:  1001 = 103 + 13.

2) Число 1001 складається з 77 «чортових дюжин»: 1001 = 77
[image: image43.wmf]13
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3) Число 1001 складається з  143 «магічних» чисел 7: 1001 = 143
[image: image44.wmf]7
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.

4) Число 1001 складається з 91 одинадцяток: 1001 = 91
[image: image45.wmf]11
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.

5) 1001 = 52
[image: image46.wmf]7

×

+ 52
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[image: image49.wmf]7
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. Отже, якщо вважати, що рік дорівнює 52 тижням, то 1001 ніч складається з 1 + 1 + ½ + ¼ року. А сума 1 + ½ + ¼ є частиною нескінченного ряду 1 + ½ + ¼ + …+ 1/2n, який часто зустрічається у математиці й якому в старовину теж приписували магічних властивостей.

Властивості числа 1001 перетинаються з магією та математикою. Зокрема, на його властивостях базується доведення ознак подільності на 7, 11 і 13.

Розглянемо  число 
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 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf])

...

(

1001

...

3

0

1

2

3

a

a

a

a

a

a

a

n

n

-

+

×

.

Число 1001 ділиться на 7, на 11 і на 13. Тоді  число 
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 ділиться на 7 (11 або 13), якщо на 7 (11 або 13) ділиться число 
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Маємо ознаку подільності на 7 (11 або 13).

· Число ділиться на 7 (11, 13), якщо на 7 (11, 13) ділиться різниця даного числа без останніх трьох розрядів і числа, утвореного останніми трьома цифрами.

11. Чи ділиться число 946 988 875 а) на 7; б) на 11?

Розв’язання

1) 946 988  - 875 = 946 113;

2) 946 – 113 = 833; 

3) 833 : 7 = 119, 833 : 11 = 75 +8.

За ознаками подільності на 7 і 11, маємо, що дане число кратне 7, але не ділиться на 11.  

Відповідь: а) Так. б) Ні.

Розглянемо іншу ознаку подільності на 11, яка була відома ще в ХІ ст. арабському математику ал-Кархі, а потім вперше сформульована в сучасному вигляді французьким математиком Ж. Л. Лагранжем (1736 - 1813). 

· Для того, щоб число ділилося на 11 необхідно й достатньо, щоб різниця між сумою його цифр непарних розрядів (якщо рахувати справа наліво) і сумою цифр парних розрядів  ділилася на 11. 
Доведемо наведену ознаку для чотиризначного числа 
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В останньому виразі перші три доданки кратні 11, тоді дане число ділиться на 11, якщо різниця 
[image: image59.wmf])
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 кратна 11.


Зрозуміло, що аналогічне доведення можна провести для довільного n-цифрового числа, хоча його запис буде громіздким. У загальному вигляді  цю ознаку ми доведемо лаконічно й прозоро пізніше (у §8), спираючись на властивості остач.

12. Чи ділиться 61 974  на 11?

Розв’язання

                        (4 + 9 + 6) - (7 +1) = 19 – 8 = 11
[image: image60.wmf]11
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         Тоді задане число ділиться на 11.

Відповідь: Так.

13. Чи можна всі двоцифрові числа від 32 до 86 включно виписати в деякому порядку одне за одним так, щоб одержати запис простого числа?

Розв’язання


В якому б порядку ми не записували задані числа, різниця двох сум цифр, що стоятимуть на парних і на непарних місцях, є різницею сум перших і других цифр двозначних чисел 32, …, 86. Отже вона дорівнює 300 – 245 = 55, ділиться на 11, тоді й утворене відповідно до умови число також буде кратним 11, тобто   непростим.

Відповідь: Ні. 

ІІ. .   «ПРАЦЮЮТЬ» ОПОРНІ ЗАДАЧІ ПЛАНІМЕТРІЇ

О.З. №1. Відношення відрізків діагоналей, на які вони поділяються при перетині у опуклому чотирикутнику, дорівнює відношенню площ трикутників, на які цей чотирикутник поділяє інша діагональ. 
14. Діагональ опуклого чотирикутника ділить навпіл відрізок, що з’єднує середини двох його протилежних сторін. Доведіть, що ця діагональ ділить чотирикутник на два рівновеликі трикутники. 

15. Обернена до №14. 

О.З. №2. На стороні АD паралелограма АВСD позначили точку N. Доведіть, що площа трикутника ВNС  не залежить від положення точки N відносно точок А і D. 
16. На сторонах CD і AD паралелограма ABCD позначено відповідно точки M і N так, що CМ : MD = 1:1 і  AN : ND = 1 : 2. Відрізки  BM і CN перетинаються в точці K. Знайдіть відношення  BK : KM.
17. (4 ет., 9 кл) Зовні трикутника АВС  побудували паралелограми АВFЕ, ВСNM, ACQP так, що чотирикутник ЕСKА – паралелограм (K – точка перетину РQ  і MN). Доведіть, що SАВFЕ = SВСNM + SACQP.

18. (4 ет., 10 кл) Площа рівнобедреного трикутника дорівнює S, а кут В більший за 60о. Доведіть, що з даного трикутника можна вирізати три рівних трикутники, площа кожного з яких більша за S/4. 

19 (4 ет., 10 кл)  Розв’яжіть попередню задачу у випадку, коли 
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ІІІ. ЗАДАЧІ НА ОБЕРНЕНІ ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ФУНКЦІЇ 
20. Знайдіть значення виразу: 1) 
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21. Доведіть тотожність: 1) 
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22. При яких значеннях параметра а рівняння 
[image: image66.wmf]0
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23. Розв’яжіть рівняння 
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24. Побудуйте графіки функцій: 1)  
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.НА ЗАКІНЧЕННЯ 

З пунктів А і В на зустріч один одному одночасно виїхали два велосипедисти. Вони зустрілися на відстані а км від пункту А, рушили далі, доїхали до кінцевих пунктів, поїхали (без зупинки) у зворотному напрямку і стрілися на відстані b від пункту В. Знайдіть відстань АВ, якщо велосипедисти весь час їхали з постійними швидкостями. За яких умов задача має розв’язок?
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