ЗУСТРІЧ №6  (18. 02. 15)

 І. РОЗМИНКА або як розв’язати задачу, якою закінчили минулий семінар. 
(8 кл. ІVет.) Троє хлопців разом зібрали 420 горіхів. Скільки горіхів зібрав кожний з них, якщо відомо таке. Спочатку першій віддав другому та третьому по чверті своїх горіхів і ще по одному. Потім другий віддав першому та третьому по чверті горіхів, що в нього утворилося, та ще по одному. Третій зробив те саме. Після того виявилося, що горіхи поділено порівну. 

Пригадайте «принцип крайнього». Будемо розв’язувати задачу з кінця. Позначимо кількість горіхів у хлопців на кожному попередньому етапі як х1, х2, х3 відповідно.
3) 140 = х1+ х3 : 4 + 1; 140 = х2+ х3 : 4 + 1; 140 =  х3 : 2 – 2. Маємо х1 = 68;  х2=68;  х3 = 284.

2) 68 = х1+ х2:4 + 1; 68 =  х2 : 2 – 2; 284 = х3+ х2:4 + 1. Маємо х1 = 32;  х2=140;  х3 = 248.

1) 32 = х1 : 2 – 2; 140 = х2+ х1 : 4 + 1; 248 = х3+ х1 : 4 + 1. Маємо х1 = 68;  х2=122;  х3 = 230.

Відповідь:  68; 122; 230.

IІI. ПОВЕРТАЄМО БОРГИ МИНУЛОГО СЕМІНАРУ 
Колекційні задачі про вписаний чотирикутник
1. Доведіть необхідну та достатню умови того, що навколо чотирикутника можна описати коло. 

2. У коло вписано чотирикутник АВСD. Бісектриси кутів А і С перетинають коло в точках Е і Р. Доведіть, що ЕР містить центр кола. 

3. Доведіть, що у вписаному чотирикутнику бісектриса внутрішнього та зовнішнього кутів  при протилежних вершинах перетинаються на колі, описаному навколо даного чотирикутника.

4. Доведіть, що бісектриси зовнішніх кутів довільного опуклого чотирикутника обмежують чотирикутник,  який можна вписати в коло. 
5. У коло вписано чотирикутник АВСD. Продовження сторін АВ і СD перетинаються в точці М, а продовження АD і ВС  - в точці Р. Доведіть, що бісектриси кутів АМD і СРD взаємно перпендикулярні. 

6. Діагоналі вписаного в коло з центром О чотирикутника АВСD взаємно перпендикулярні і перетинаються в точці М. Доведіть, що:

1) пряма, проведена з М перпендикулярно до ВС, ділить АD навпіл; 

2) відстань від О до АВ дорівнює  половині DС;

3) з відрізків АВ, СD і діаметра кола можна побудувати трикутник;

4) дотичні до кола у точках А, В, С, D обмежують чотирикутник, навколо якого можна описати коло;

5) середини сторін АD і ВС та основи перпендикулярів, проведених з точки М на ці сторони лежать на одному колі. 

Привіт з ІV етапу учнівських олімпіад 2012 р.

1. 8 кл.  Коло, що проведено через вершину А трикутника АВС, його інцентр І та точку М  на стороні АВ (ВМ < ВС) перетинає сторону АС у точці N. Доведіть, що ВМ + СN = ВС.

1) 
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2) Відкладемо на ВС відрізок ВК = ВМ. Тоді ΔМВІ = ΔКВІ (за І оз.) і ІК = ІМ = ІN.

3) Позначимо 
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4) Кут, суміжний до 
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5) ІК = ІN, 
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, ІС – спільна → Тоді ΔІNС = ΔІКС (за І оз.) і NС = КС.

          Маємо: ВС = ВК + КС = МВ + NС. Щ. в. д.

2. 8 кл.  Зобразіть на координатній площині множину точок, що задовольняють співвідношенню: |y - x| = 2 – x – y.
Порада. Врахуйте, що дане рівняння рівносильно системі 
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3. 9 кл. Зобразіть на координатній площині множину точок, що задовольняють співвідношенню: |y – [x]| = 2 – y – [x].
Порада. Врахуйте, що дане рівняння рівносильно системі 
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4. 8 кл. Розв’яжіть рівняня відносно х: 
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Порада. Врахуйте, що 
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. Треба розглянути два випадки: 1) 
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,  {x} = x + 1.  Відповідь:  
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ІІІ.  ОПОРНІ ЗАДАЧІ ТРАПЕЦІЇ та їх використання

1. Якщо діагональ трапеції ділить її кут навпіл, то прилегла бічна сторона дорівнює неприлеглій до цього кута основі.

2. Якщо трапеція вписана, то вона рівнобічна й навпаки.

3. Якщо діаметр описаного навколо трапеції кола дорівнює її основі, то діагоналі трапеції перпендикулярні до її бічних сторін.

4. Якщо трапеція описана, то: 1) її висота дорівнює діаметру вписаного кола; 2) суми протилежних сторін однакові; 3) бічну сторону бачимо з центра вписаного кола під прямим кутом; 4) радіус вписаного кола дорівнює середньому геометричному відрізків на які точка дотику поділяє бічну сторону трапеції; 5) радіус кола вписаного в рівнобічну трапецію дорівнює половині середнього геометричного її основ; 6) висота рівнобічної трапеції дорівнює середньому геометричному її основ.

5. Висота рівнобічної трапеції, проведена з вершини меншої основи, поділяє більшу основу на відрізки, що дорівнюють півсумі та піврізниці довжин основ.

6. Якщо діагоналі рівнобічної трапеції перетинаються під прямим кутом, то: 1) висота трапеції дорівнює її середній лінії; 2) площа трапеції дорівнює квадрату висоти.

7. 1) Чотирикутник з вершинами у серединах сторін опуклого чотирикутника– паралелограм (кажуть паралелограм Варіньона). 2) Чотирикутник з вершинами у серединах сторін рівнобічної трапеції  - ромб. 3) Чотирикутник з вершинами у серединах сторін рівнобічної трапеції, діагоналі якої перетинаються під прямим кутом,  - квадрат.

8. Середня лінія трапеції, поділяється її діагоналями на три відрізки, з яких два крайні дорівнюють половині меншої основи, а середній – піврізниці її основ.

9. Відрізок, що з’єднує середини основ трапеції, поділяє її на дві рівновеликих частини. 
10. Діагональ трапеції поділяє її на два трикутники, площі яких відносяться як відрізки, на які поділяє ця діагональ другу діагональ трапеції.

11. Площа трапеції дорівнює добутку її бічної сторони на відстань до цієї сторони від середини другої бічної сторони.

12. Діагоналі трапеції поділяють її на чотири трикутники, з яких: 1) два, що прилеглі до її бічних сторін, – рівновеликі; 2) два, що мають за сторони основи трапеції, – подібні. 

13. Діагоналі трапеції точкою їх перетину поділяються на відрізки, пропорційні довжинам основ, до яких вони прилягають.

14. Відрізок, паралельний основам трапеції, з кінцями на її бічних сторонах, що проходить через точку перетину діагоналей: 1)  поділяються нею на два рівні відрізки; 2) поділяє бічну сторону трапеції у відношенні довжин основ, до яких вони прилягають. 

15. Середини основ трапеції, точка перетину продовження її бічних сторін та точка перетину її діагоналей лежать на одній прямій.

16. Відрізок, паралельний основам трапеції, з кінцями на її бічних сторонах, поділяється діагоналями трапеції на три відрізки. Доведіть, що два з них, прилеглі до бічних сторін трапеції, рівні між собою. 

17. Трапеція відтинає на прямій, паралельний основам трапеції,  відрізок завдовжки 
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 , де а і b – довжини її основ, 
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- відношення, у якому дана пряма поділяє бічну сторону, починаючи від b до а. 

Приклади використання:
18. У рівнобічній трапеції діагональ є бісектрисою тупого кута і ділить середню лінію на відрізки 7 см і 11 см. знайдіть периметр трапеції. 
19. Діагоналі опуклого чотирикутника взаємно перпендикулярні. Доведіть, що відрізки, які сполучають середини протилежних сторін чотирикутника. рівні.
20. У прямокутну трапецію АВСD  (
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) вписано коло з центром о. знайдіть площу трапеції, якщо ОС = 10 см, АD = 16 см.
21. Доведіть, що площа прямокутної трапеції, описаної навколо кола. дорівнює добутку її основ.
22. Точка М – середина сторони АС трикутника АВС. На відрізку МС позначили точку Р. Через М провели 
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). Доведіть, що NР ділить трикутник авс на дві рівновеликих фігури. 
НА ЗАКІНЧЕННЯ
Токар виготовив 13 деталей, але, можливо, що одна з них бракована — її маса не така, як в інших деталей. Як за допомогою трьох зважувань на чашкових терезах без гир визначити, чи є бракована деталь? Якщо така деталь є, то виявити, легша вона чи важча за решту деталей. (Під час зважування дозволено користуватися стандартною деталлю, яку можна ставити на терези.)
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