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ЗУСТРІЧ №4  (17. 12. 14)

 Так як розв’язати задачу, якою закінчили минулий семінар? 
Перед від’їздом на бал мачуха залишила Попелюшці мішок, у якому було змішано мак і просо, та веліла розібрати зерно.  Від’їжджаючи на бал Попелюшка залишила три мішки: в одному був мак, у другому – просо, у третьому – нерозібрана суміш. Щоб не плутати мішки, вона причепила до кожного відповідний напис: «Мак», «Просо», «Суміш». Мачуха повернулася додому першою й поміняла таблички так, щоб на кожному мішку був хибний напис. Як, діставши лише одне зернятко з одного мішка, з’ясувати, де що міститься?
Розв’язання 

(Див. посібник Г. Апостолової, О. Бакал «Логічними стежинками математики», в-во «Генеза», 2014р.)

Узяти зернятко з мішка, на якому написано «Суміш». Зрозуміло, що там буде не суміш, а мак або просо.  У першому випадку  у мішку з написом «Мак» - просо, а з написом «Просо» -  суміш (бо просо на може бути у мішку «Просо»). Аналогічно, якщо  у мішку з написом «Суміш» - просо, то у мішку з написом «Просо» - мак, а у мішку з написом «Мак» - суміш.
І. РОЗМИНКА
1. Микола із сином і Петро із сином були на рибалці. Микола спіймав стільки рибин, скільки його син, а Петро — утричі більше за свого сина. Загалом усі вони зловили 25 рибин. Як звуть сина Петра й скільки рибин він упіймав? 

Відповідь: Микола. Він упіймав 5 рибин . Порада.  Якщо на рибалці було четверо, то з графічної моделі умови  випливає, що 2а + 4b = 25 чого бути не може, бо парне число не дорівнює непарному. З’ясувавши, що на рибалці були троє. (Л. 3.42)
2. Дванадцять людей несуть 12 хлібин: кожний чоловік несе по 2 хлібини, жінка – по половині хлібини , а дитина – по чверті хлібини. Скільки було чоловіків, жінок та дітей?

Відповідь:  5 чоловіків, 1 жінка, 6 дітей.
ІІ. ТАКІ ПРОСТІ СКЛАДНІ ЗАДАЧІ НА ПОДІЛЬНІСТЬ
(Див. посібник Г. Апостолової «Працюємо на множині цілих чисел: 6-11 класи». К.: Ґенеза, 2014)


Зафіксуємо натуральне число n, яке далі будемо називати модулем. Для кожного 
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 визначимо клас Kr як множину всіх цілих чисел, що дають одну й ту саму остачу r при діленні на число n. 

Тоді для модуля n всі цілі числа розподіляться по класах: K0, K1, …K n.-1. Ці класи прийнято називати класами лишків за модулем n.
Будемо казати, що цілі числа а і b порівняні за модулем  n, якщо а і b належать одному класу лишків  за цим модулем (мають однакову остачу при діленні на натуральне число n). Позначають це так: 
[image: image2.wmf])

(mod

n

b

a

º

або 
[image: image3.wmf]b

a

n

º

. Такий запис називають порівнянням. 
Наприклад, 14
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, бо числа 14 і 0 діляться на 7 з однаковою остачею 0. Тобто числа 14 і 0  порівняні за модулем 7. 

Числа 15 і 14 не порівняні за модулем 7, тобто 
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, бо їхніми остачами від ділення на 7 є відповідно 1 і 0.

                       ВЛАСТИВОСТІ ПОРІВНЯНЬ
1. Числа а і a 
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      Наприклад: 
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2. Якщо 
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Наприклад: 
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3. Якщо з двох чисел а і b, що порівнюються за модулем n, одне , наприклад, b є невід’ємним числом, меншим за n, то число b є остачею від ділення а на n і 
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Наприклад, якщо 
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,  то 1 – остача від ділення 10 на 3,  
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Підкреслимо, що останнє твердження стосується тільки невід’ємного числа b 
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Наприклад, 
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означає, що числа 10 і (-2) мають однакові остачі від ділення на 3,   
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Приклад 1. Знайдіть всі числа n, які за модулем 3 порівняні з 
числом 10.

            Маємо    
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Відповідь: n = 3k + 1, де 
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4. Якщо 
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, тобто якщо числа а і b мають однакові остачі при діленні на  n, то різниця а – b ділиться на n без остачі.  Правильним є і обернене твердження. Тобто 
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Наведемо приклад використання цієї властивості. 
 Приклад 2. Доведіть  для довільного натурального числа   n :    
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Щ.в.д.

5. Якщо 
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6.  Якщо 
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Тобто порівняння по одному й тому числу можна додавати і віднімати.

            7.  Якщо 
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До обох частин порівняння можна додати (відняти) одне й те саме число.

8. Якщо 
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9. Обидві частини порівняння можна множити на одне й те саме число: якщо 
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10.  Обидві частини порівняння можна підносити до одного й того саме степеня: якщо 
[image: image53.wmf]b

a

n

º

, то 
[image: image54.wmf]m

n

m

b

a

º

.
Важливе зауваження. Зазначене правило є правильним  для піднесення до степеня, але  його не можна застосовувати для здобування кореня числа.

Тобто аналізуючи порівняння за модулем k будь якого алгебраїчного виразу,  отриманому для цілих чисел за допомогою дій додавання, віднімання і множення, можна заміняти ці числа на порівняні їм за модулем k, результат не зміниться. 

Приклад 3. Знайдіть остачу від ділення 6100 на 7.

Скористаємося тим, що 
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Відповідь: 1.


Приклад 4. Доведіть, що число 1316 - 219
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Число 13 – 1 ділиться на 3. Тоді 
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Аналогічно: 
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Щ. в. д.

А тепер спробуйте довести те саме без порівнянь! 

Приклад 5 . Знайдіть остачі від ділення на 3 чисел 2n2 + 1, де 
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2) Нехай 
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Маємо: 
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 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf]0
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Відповідь: Остача від ділення на 3 числа 2n2 + 1, де 
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3, і дорівнює 0, якщо n не кратно 3.

Приклад 6. Знайти всі прості числа р, для яких 2р2 + 1 є простим числом.


З приклада 4 маємо, що при всіх 
[image: image84.wmf]3
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 числа 2р2 + 1 кратні 3 і не можуть бути простими. 


При р = 3 маємо 2р2 + 1 = 19 – просте число.

Відповідь: р = 3.

Приклад 7. Чи існує  таке натуральне число n, що 
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Числа 2010 і 2004 кратні 3.  Тоді 
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 , але  порівняння квадрату числа за модулем 3 не може дорівнювати 2  (не може при діленні на 3 мати остачу 2   - див. лему 1  у § 6). 

Відповідь: 
[image: image92.wmf]Î
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 Ø.
Сформулюємо  леми, розглянуті нами раніше, мовою порівнянь. 

Лема 1. Квадрат числа порівняний за модулем 3 або з 0, або з 1.
                          Квадрат числа порівняний за модулем 4 або з 0, або з 1.

Лема 2. Квадрат числа порівняний за модулем 7 з одним із чисел {0, 1, 2, - 3}.
Лема 3. Квадрат числа порівняний за модулем 5 з одним із чисел {0, 1, - 1}.
Лема 4. Квадрат числа порівняний за модулем 8 з одним із чисел {0, 1, 4}.

Лема 5. Куб числа порівняний за модулем 7 з одним із чисел {0, 1, -1}.

Лема 6. Куб числа порівняний за модулем 9 з одним із чисел {0, 1, -1}.

Лема 7. Четвертий ступінь числа порівняний за модулем 5 з одним із чисел {0, 1}.

      Лема 8. Шостий ступінь числа порівняний за модулем 8 з одним із чисел {0, 1}.
Приклад 8. Чи може бути повним квадратом число 7m+ 7n , де m і n цілі невід’ємні числа ?
Скористаємося тим, що 7k
[image: image93.wmf]3
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1k.  Тоді  7m+ 7n
[image: image94.wmf]3
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1m+ 1n=2. Але квадрат числа за модулем 3 не може бути  порівняльний з 2 (див. лему 1).

Відповідь: Ні.

Приклад 9. При яких натуральних n число 8n + 3 ділиться на 13?

Нехай 8n + 3
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 11. Маємо n = 13m + 11.

Відповідь: n = 13m + 11.

Зауважимо, що у прикладі 9 ми розв’язали порівняння  8n
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Приклад 10.  Чи можна число 
[image: image103.wmf]{

2015

1

...

11

 записати у вигляді суми трьох квадратів ?
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Відповідь: Ні.

Приклад 11. Знайдіть остачу від ділення на 3 числа N = (12 + 1)(22 + 1)(32 + 1)…(10002 + 1).     

Серед першої 1000 натуральних чисел маємо 334 числа, порівняних за модулем 3 з 1; 333 числа порівняльних за модулем 3 з 2; 333 числа порівняльних за модулем 3 з 3. До того врахуємо, що 
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Відповідь: 2.

Доведемо ще одну важливу властивість стосовно ділення порівнянь.

Властивість 11. Якщо 
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Оскільки 
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Щ. в. д. 

         Наприклад: 
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Властивість 12. З’ясуємо ще одне правило скорочення для порівнянь. Якщо 
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, то    a = kn + b . У останньому співвідношенні можна здійснити скорочення на спільний  множник чисел a,  n , b, якщо він існує. Отже, якщо НСД (a,  n , b) = с 
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  Якщо числа a,  n і b у порівнянні 
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мають спільний множник с, то правильним буде порівняння 
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Наприклад, 
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Приклад 12. Розв’язати порівняння 32n
[image: image134.wmf]37
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Оскільки 32 
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- 5, то задане порівняння можна представити у вигляді 

-5 n 
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7,  5 n 
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30. 

Маємо 
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. Тоді   n 
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6 (за властивістю 8).

Відповідь: n 
[image: image141.wmf]37
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6.

При розв’язуванні порівнянь інколи доцільно помножити праву й ліву частину на одне й те саме число.

Приклад 13. Розв’яжіть порівняння 11х
[image: image142.wmf]24
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15.

Зауважимо, що число 112 при діленні на 24 має остачу 1. Помножимо праву й ліву частину даного порівняння на 11, маємо:

121 х
[image: image143.wmf]24
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165, х
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Відповідь: х
[image: image145.wmf]24
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-3.

Приклад 14. Розв’яжіть порівняння 78х
[image: image146.wmf]93
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57.


Числа 78,  93 і  57 діляться 3. Тоді правильними будуть порівняння                        
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Зауважимо, що число 
[image: image150.wmf]30

6

5

=

×

 на 1 відрізняється від модуля 31. Помножимо обидві частини останнього порівняння на 6, маємо
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Відповідь: 
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До розв’язування порівнянь можна звести задачу про розв’язування рівняння в цілих числах.

Приклад 15. Знайдіть всі пари цілих чисел x і y, що задовольняють рівнянню

 7x – 23 y = 131.

Оскільки 7
[image: image155.wmf]7
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0, а 23
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, маємо порівняння  - 2 y 
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5;   2 y 
[image: image159.wmf]7

º

- 5 
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2, 
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. Звідки y 
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1 і y = 7 k + 1, де  k – ціле число. 


Тепер легко знайти x:

7 x  - 23(7k + 1) = 131, 7 x  = 154 + 23 . 7k,  x  = 22 + 23 k.

Відповідь:  x  = 22 + 23 k, y = 1 + 7 k, де  k
[image: image163.wmf]Z
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Приклад 16. Розв’яжіть  у цілих числах рівняння 
[image: image164.wmf]12
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.
Знайдемо порівняння за модулем 5 правої та лівої частин даного рівняння:
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чого не може бути за лемою 3.


Відповідь: Розв’язків немає.

ІІІ. КОЛЕКЦІЙНІ ЗАДАЧІ ПРО ВПИСАНИЙ ЧОТИРИКУТНИК
1. Доведіть необхідну та достатню умови того, що навколо чотирикутника можна описати коло. 

2. У коло вписано чотирикутник АВСD. Бісектриси кутів А і С перетинають коло в точках Е і Р. Доведіть, що ЕР містить центр кола. 
3. Доведіть, що у вписаному чотирикутнику бісектриса внутрішнього та зовнішнього кутів  при протилежних вершинах перетинаються на колі, описаному навколо даного чотирикутника.
4. Доведіть, що бісектриси зовнішніх кутів довільного опуклого чотирикутника обмежують чотирикутник, у який можна вписати коло.  
5. У коло вписано чотирикутник АВСD. Продовження сторін АВ і СD перетинаються в точці М, а продовження АD і ВС  - в точці Р. Доведіть, що бісектриси кутів АМD і СРD взаємно перпендикулярні. 
6. Діагоналі вписаного в коло з центром О чотирикутника АВСD взаємно перпендикулярні і перетинаються в точці М. Доведіть, що:
1) пряма, проведена з М перпендикулярно до ВС, ділить АD навпіл; 
2) відстань від О до АВ дорівнює  половині СD;

3) з відрізків АВ, СD і діаметра кола можна побудувати трикутник;

4) дотичні до кола у точках А, В, С, D обмежують чотирикутник, навколо якого можна описати коло;

5) середини сторін АD і ВС та основи перпендикулярів, проведених з точки М на ці сторони лежать на одному колі. 

ІV. ЩЕ ОДНЕНЬКА ЗАДАЧКА З  ПАРАМЕТРОМ
Знайти всі а, при яких нерівність 
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Виконується при всіх 
[image: image167.wmf]]
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У розв’язанні останього прикладу  використаємо:

1) дана нерівність є наслідком твердження 
[image: image168.wmf]]
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;

2) властивість розміщення коренів квадратного тричлену відносно числа, інтервалу.

V. ЩЕ ОДНЕНЬКА ЗАДАЧКА ЗІ ЗНАКОМ МОДУЛЯ 
 Розв’яжіть рівняння |x + 1| + |x - 3| + |y - x| + |y2 – x2| = 4.
 Розв’язати рівняння допоможе геометричний зміст модуля числа.
НА ЗАКІНЧЕННЯ
Чи можна сім телефонів з’єднати між собою дротами так, щоб кожен було з’єднано рівно з трьома іншими?

_1228118947.unknown

_1374256999.unknown

_1374344191.unknown

_1374415680.unknown

_1374422098.unknown

_1374422142.unknown

_1477066050.unknown

_1477066110.unknown

_1374422168.unknown

_1374422127.unknown

_1374422045.unknown

_1374422052.unknown

_1374421289.unknown

_1374421523.unknown

_1374413886.unknown

_1374415316.unknown

_1374415619.unknown

_1374414873.unknown

_1374347437.unknown

_1374347755.unknown

_1374351574.unknown

_1374351788.unknown

_1374347666.unknown

_1374346565.unknown

_1374346759.unknown

_1374344474.unknown

_1374344387.unknown

_1374305916.unknown

_1374306562.unknown

_1374308373.unknown

_1374308535.unknown

_1374309182.unknown

_1374343605.unknown

_1374344007.unknown

_1374309464.unknown

_1374338491.unknown

_1374308892.unknown

_1374309132.unknown

_1374308630.unknown

_1374308399.unknown

_1374308433.unknown

_1374306681.unknown

_1374308174.unknown

_1374308293.unknown

_1374306602.unknown

_1374306400.unknown

_1374306528.unknown

_1374305938.unknown

_1374257487.unknown

_1374305370.unknown

_1374305780.unknown

_1374305833.unknown

_1374305631.unknown

_1374305660.unknown

_1374305321.unknown

_1374305336.unknown

_1374259058.unknown

_1374305285.unknown

_1374258991.unknown

_1374257143.unknown

_1374257446.unknown

_1374257024.unknown

_1228120786.unknown

_1252263138.unknown

_1374254948.unknown

_1374256602.unknown

_1374256819.unknown

_1374254995.unknown

_1252267640.unknown

_1252268440.unknown

_1374254831.unknown

_1252268476.unknown

_1252267718.unknown

_1252263642.unknown

_1252262900.unknown

_1252262950.unknown

_1252250751.unknown

_1252251363.unknown

_1252251478.unknown

_1252250786.unknown

_1228121374.unknown

_1228119275.unknown

_1228119411.unknown

_1228119850.unknown

_1228120724.unknown

_1228119458.unknown

_1228119351.unknown

_1228119386.unknown

_1228119306.unknown

_1228119126.unknown

_1228119223.unknown

_1228119249.unknown

_1228119157.unknown

_1228119042.unknown

_1228119056.unknown

_1228118987.unknown

_1228033019.unknown

_1228037777.unknown

_1228118180.unknown

_1228118494.unknown

_1228118702.unknown

_1228118354.unknown

_1228118007.unknown

_1228118061.unknown

_1228117966.unknown

_1228037823.unknown

_1228038014.unknown

_1228033619.unknown

_1228033960.unknown

_1228037672.unknown

_1228033865.unknown

_1228033314.unknown

_1228033320.unknown

_1228033051.unknown

_1228029945.unknown

_1228031704.unknown

_1228032891.unknown

_1228032971.unknown

_1228032864.unknown

_1228030301.unknown

_1228030509.unknown

_1228030123.unknown

_1228029255.unknown

_1228029302.unknown

_1227986735.unknown

