ЗУСТРІЧ №7
 І. РОЗМИНКА або як розв’язати задачу, якою закінчили минулий семінар. 
Токар виготовив 13 деталей, але, можливо, що одна з них бракована — її маса не така, як в інших деталей. Як за допомогою трьох зважувань на чашкових терезах без гир визначити, чи є бракована деталь? Якщо така деталь є, то виявити, легша вона чи важча за решту деталей. (Під час зважування дозволено користуватися стандартною деталлю, яку можна ставити на терези.)
Розкладемо  деталі на 3 купки по 4, 4 і 5 шт. 
1. Порівнюємо вагу двох перших купок: 
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2-1.  Якщо 
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третю купку ділимо на 3 купки по 2, 2 і 1 дет. (№3, №4, №5) Порівнюємо вагу 
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3-1-а.  Якщо 
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, то бракована деталь у купці №5.  Порівнюємо її вагу із стандартно деталлю.
3-1-б.  Якщо 
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3

V

V

<

додаємо до деталі №5 стандартну і порівнюємо їх вагу з 
[image: image6.wmf]4
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. Якщо №4 важче, то й бракована деталь важча за стандарт, а якщо легша – то бракована деталь – легша.
2.2-а. Якщо 
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, то купка з 5 деталей не містить браку. Порівняємо вагу 4-х деталей з цієї купки з купкою 
[image: image8.wmf]2
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. Якщо їх маси рівні, то бракована деталь у купці №1 є легшою за стандарт.
Якщо їх маси не рівні, то бракована деталь у купці №2 є важчою за стандарт (бо у купці №1 немає браку).
ІІ. ПРАЦЮЮТЬ ОПОРНІ ЗАДАЧІ 

1. Сторони трикутника відносяться як 5:4:3. знати відношення відрізків сторін трикутника . на які їх ділить точка дотику вписаного кола.  

Пригадайте  конфігурацію  «р – а». (Відрізок сторони трикутника з кінцями у його вершині та точці дотику вписаного кола дорівнює різниці півпериметра трикутника і сторони, протилежної даній вершині. ) Тоді шукані відрізки дорівнюють: р – 5х =х, р - 4х=2х, р - 3х=3х (бо р = (5х+4х+3х):2 =6х). 
2. Діагональ вписаної трапеції є бісектрисою її тупого кута; менша основа дорівнює 3 см, а периметр – 42 см. Знайдіть площу трапеції. 
Нехай АВСD – дана трапеція (ВС||AD), СР
[image: image9.wmf]AD
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. Тоді за О.З.-1, 2, 5 трапеції (див. зустріч №6) маємо: трапеція рівнобічна, більша основа дорівнює бічній стороні, АР – півсума її основ, РD- піврізниця її основ.
3. В рівнобічній трапеції  основи дорівнюють 40 см і 24 см, а діагоналі взаємно перпендикулярні. Знайдіть площу трапеції. 

За О.З. -6 трапеції (див. зустріч №6) маємо: висота дорівнює середній лінії. Отже площа –це  квадрат середньої лінії трапеції.
4. Більша основа трапеції вдвічі більша за мешу її основу. Через точку перетину діагоналей трапеції провели пряму паралельно до її основ. Знайти відношення висоти кожної з двох утворених трапецій до висоти даної трапеції. 
За О.З.-13 (попереднього семінару) проведена пряма поділяє бічну сторону трапеції у відношенні 1 : 2, починаючи від меншої основи. Отже шукані відношення дорівнюють 1: 3 і 2 : 3. 
5. Доведіть, що відстань від ортоцентра до вершини трикутника вдвічі більша за відстань від центра описаного кола до сторони, що протилежна вказаній вершині. 
Пригадайте О.З. про трикутник, утворений прямими, паралельними сторонам даного трикутника. Він подібний до даного з коефіцієнтом 2, центром його описаного кола є ортоцентр заданого трикутник,  середини його  сторін – вершини даного трикутника. Тоді твердження задачі виконується як відношення відповідних лінійних елементів подібних трикутників.

6. Сторони трикутника дорівнюють 3, 4 і 5 см. Знайдіть площі трикутників, на які поділяють даний трикутник його висота та медіана, проведені до більшої сторони. 
«Впізнайте», що даний трикутник – єгипетський прямокутний (за відношенням сторін). Його площа 
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. Медіана до гіпотенузи поділяє трикутник на дві рівновеликі частини. Висота до гіпотенузи відтинає трикутник подібний даному з 
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 . Площі утворених трикутників дорівнюють: 
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7. Коло γ1 вписане в трикутник АВС  і дотикається до сторін АВ і АС в точках D та Е відповідно. Коло  γ2 вписане у трикутник АDЕ. Доведіть, що центр кола γ2 розташований на колі γ1.
Нехай бісектриса трикутника 
[image: image15.wmf]A
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перетинає коло γ1 у точці К. ЕК – хорда цього кола, АК – дотична. Тоді, за О.З. про кут між хордою і дотичною, 
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. З рівності ΔАКЕ = ΔАКD (за І оз.) ЕК = КD. Тоді  
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, тобто К – точка перетину бісектрис ΔАЕD. Щ .в. д.
8. На колі γ1 обрано  точки А і В. Коло γ2  дотикається 
[image: image18.wmf]]
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 у точці К і перетинає коло γ1 у точках М і Р. Точки лежать на колі у порядку: А, М, Р, В. Доведіть, що 
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 Позначимо кут між хордою КР кола γ2 і дотичною до нього АВ як α. Тоді, за О.З. про кут між хордою і дотичною, 
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. Чотирикутник АМРВ вписаний у коло γ1 . Тоді 
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. Звідки 
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І. ВЧИМОСЯ РОЗВ’ЯЗУВАТИ ФУНКЦІОНАЛЬНІ РІВНЯННЯ (детальніше див. на сайті apostolova.com.ua)
Рівняння, які вивчають у школі, розв’язуються відносно деякої невідомої змінної величини. Проте існують рівняння іншого типу, що зустрічаються на олімпіадах, а інколи і на вступних іспитах, у яких в якості невідомого виступає функція. Такі рівняння називають функціональними. 

Проблемність розв’язування таких рівнянь для школярів більше у незвичності формулювання таких задач: «знайти функцію».  Проте з функціональними рівняннями школярі знайомі – саме функціональними рівняннями задаються парні, непарні, періодичні функції:
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EMBED Equation.3[image: image25.png]f(x)= f(-x)



, 
[image: image26.png]f(x)=—f(=x)



, 
[image: image27.png]f(x)=f(x+a)



.

Метод підстановок є найпростішим і найпоширенішим методом  при розв’язуванні функціональних рівнянь. Суть цього метода у тому, що:

· робимо припущення, що задане функціональне рівняння має розв’язок;

· застосовуємо до змінних, що входять у це функціональне рівняння, деякі підстановки – отримуємо систему рівнянь, однією з змінних якої є шукана функція;

· безпосередньою перевіркою переконуємося, що знайдена функція задовольняє умові задачі.

Зазвичай, основні труднощі застосування цього методу в тому, щоб знайти вдалі підстановки.

Зауваження. Підкреслимо, що перевірка є складовою частиною розв’язування функціонального рівняння методом підстановки, бо всі перетворення здійснюються виходячи з припущення, що шукана функція існує. Те, що ми отримуємо певний вираз для функції свідчить тільки про те, що в випадку існування розв’язку заданого функціонального рівняння,  він буде обов’язково мати знайдений вигляд. 

Приклад 1. Знайдіть функцію 
[image: image28.png]f(x)



, визначену при всіх дійсних х, і яка задовольняє рівняння 


[image: image29.png]f(xy)=y"f(x)



 (1),
 де k > 0 -  стала.                                                           

Розв’язання
При х = 1 маємо

                                                
[image: image30.png]f =y fa
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         Позначимо 
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. Тоді 

              
[image: image32.png]f(H)=ct"



.                                                             (2)

Підставимо (2) у рівняння (1):

                                                
[image: image33.png]c(xy)' =y'ex
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Останнє співвідношення виконується при довільному значенні сталої с.

Відповідь: 
[image: image34.png]£(x)=cx"



, при  
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, k > 0.

Приклад 2.  Знайдіть функцію 
[image: image36.png]f(x)



, визначену при всіх дійсних 
[image: image37.png]x#a,x =0



і яка задовольняє рівняння


[image: image38.png](a—x)f(x)-2xf(a—x)=1



.                                (1)

Розв’язання

Якщо шукана функція існує, то  рівняння (1) виконується при довільному х, що належить його області визначення. Підставимо у (1) замість х вираз а –х, отримаємо рівняння


[image: image39.png]xf(a—x)—2(a—-x)f(x)=1



.                                 (2)

Після розв’язування системи рівнянь (1) і (2) відносно   
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 і 
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 отримаємо
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Треба перевірити, чи задовольняє ця функція задане рівняння (1):


[image: image43.png]


.

Відповідь: 
[image: image44.png]f(x)=
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 при 
[image: image45.png]x#a,x =0



.

ІІІ. ПРИВІТ З ВІДБІРКОВИХ ЗБОРІВ 
1. Знайти усі функції f : R
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Відповідь:
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Розв’язання. 1) 
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Маємо: 
[image: image58.wmf]R

x

x

f

Î

"

=

,

1

)

(

. Перевірка показує, що така функція задовольняє умову.

[image: image59.wmf]
2.  У чотирикутнику 
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 QUOTE [image: image61.png]ABCD



  виконується умова .
 Бісектриси кутів  і 
[image: image65.wmf]ADC

 перетинаються в точці 
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, як це показане на рис. 1. Доведіть, що 
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Розв’язання. Відмітимо точку 
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 таким чином, щоб 
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 Тоді ΔАВР = ΔАКР (І оз.) і ВР = РК; , ΔСРD = ΔКРD (І оз.) і CР = РК. 


 QUOTE 
 .
 Звідси маємо, що 
3. У клітини дошки 
[image: image75.wmf]6
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 можна ставити зірочки (не більше 1 зірочки у клітину) таким чином, щоб у кожному рядку, кожному стовпчику та кожній з двох великих діагоналей було не більше ніж 3 зірочки. Яку максимальну кількість зірочок можна поставити на дошку за таких умов?
Відповідь: 
[image: image76.wmf]18
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	Рис. 2


Розв’язання. Зрозуміло, що більше 18 поставити не можна, бо у кожному з 6 рядків можна поставити не більш ніж 3 зірочки. Залишається навести приклад розстановки 18 зірочок, що задовольняє умови задачі. Приклад наведений нижче на рис. 2.

4. У трикутника АВС  позначили як Іа центр зовні вписаного кола, яке дотикається до ВС. Доведіть, що точки В, С і центри кіл, описаних навколо 
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лежать на одному колі.
Розв’язання. Нехай Р – центр описаного кола навколо ΔАВІа. Точки Р і В лежать по різні боки від АІа (
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 і точка Р належить описаному колу ΔАВС. Аналогічно, центр кола, описаного навколо 
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 також належить вказаному колу 
5. Нехай 
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Розв’язання.
1) 
[image: image87.wmf]9

)

1

1

1

)(

(

³

+

+

+

+

z

y

x

z

y

x

 - за нерівністю Коші для трьох. Тоді 
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 і для першого доданка заданої нерівності за п.1 маємо: 
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3) Аналогічно записуємо два інших доданки і отримуємо шукану нерівність.

 6. Розв’яжіть рівняння: 
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Відповідь: 
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Розв’язання
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ІІІ. ВЧИМО УЧНІВ «БАЧИТИ ХИТРОЩІ» МОДУЛЯ
(Див. посібник Апостолової «Хитромудрий модуль», § 8, § 12 ) Розв’язати рівняння:
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 - врахуйте, що модуль числа не може бути від’эмним, тоді для внутрішнього модуля можливе лише одне значення (для наочності зобразіть першу множину на числовій осі та позначте на цій осі кольором точку нуля внутрішнього модуля).
5. 15) 
[image: image115.wmf];

2

2

4

=

-

x

x

 1
16)
[image: image116.wmf]2

2

4

=

+

x

x

 - «чесно» розкрийте внутрішній модуль і до того не забудьте вказати на яких інтервалах значення х ви то робите. 
6. Побудуйте ГМТ виразу: 1) 
[image: image117.wmf]|

|

x

y

-

-

£

; 2) 
[image: image118.wmf];

0

|

|

9

2

³

-

+

x

y

 3) 
[image: image119.wmf].

1

4

2

2

£

-

+

y

x

xy


1) Врахуйте, що 
[image: image120.wmf]0

|

|

=

-

x

, маємо при х = 0 
[image: image121.wmf]0

£

y

.
2) Маємо 
[image: image122.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

£

+

£

î

í

ì

-

Î

³

Û

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

ï

î

ï

í

ì

-

£

-

£

î

í

ì

Î

³

Û

-

-

³

9

0

]

3

;

3

[

0

9

0

.

.

.

0

9

2

2

2

2

y

x

y

x

y

x

y

y

З

Д

О

x

y

x

y

.
НА ЗАКІНЧЕННЯ
Дівчинка і хлопчик вигадали таку гру: кладуть дві купки горіхів; далі по черзі кожен з них одну купку горіхів перекладає на тарілку, а другу ділить на дві менші купки.  Програє той, хто при своєму черговому «ході» не зміг розділити купку, оскільки в ній залишився всього один горіх.  Дівчинка починає першою.   Як вона повинна грати, щоб виграти, якщо на початку гри в одній з купок було 24 горіхи, а в іншій 19?
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