15.04.15
 І. РОЗМИНКА або як розв’язати задачу, якою закінчили минулий семінар. 
Дівчинка і хлопчик вигадали таку гру: кладуть дві купки горіхів; далі по черзі кожен з них одну купку горіхів перекладає на тарілку, а другу ділить на дві менші купки.  Програє той, хто при своєму черговому «ході» не зміг розділити купку, оскільки в ній залишився всього один горіх.  Дівчинка починає першою.   Як вона повинна грати, щоб виграти, якщо на початку гри в одній з купок було 24 горіхи, а в іншій 19?
Одиниця - число непарне. Виграє той, хто може завжди (після ходу) отримати непарну кількість горіхів. Тоді  інший гравець має бути вимушеним залишати парну купку горіхів.  Щоб виграти, дівчинка при першому ході повинна купку з 19 горіхів перекласти на тарілку, а купку з 24 горіхів довільним чином розділити на дві непарні купки. Далі хлопчик перекладе одну з купок на тарілку, а іншу розділить на дві купки одна з яких буде парною. Оскільки кількість горіхів зменшується, то  рано чи пізно після ходу першого гравця залишиться дві купки по одному горіху, і хлопчик не зможе виконати свій черговий хід.
ІІ. ДОВЕДЕННЯ НЕРІВНОСТЕЙ МЕТОДОМ ВПОРЯДКОВАНИХ ПАР
Лемма 1. Якщо  
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Доведення: 
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Приклад 1. Довести нерівність 
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Без втрати загальності припустимо, що 
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. Сформуємо впорядковані набори 
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Назвемо вказані у лемі 1 пари чисел наборами. Позначимо: 
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Тоді лему 1 можна сформулювати так. Добуток одномонотонних наборів 
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Приклад 2. Довести нерівність 
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Приклад 3. Довести нерівність 
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Приклад 4. Довести нерівність 
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Приклад 5. Довести нерівність 
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Порада.  Нехай 
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, а потім, спираючись на очевидну нерівність,  
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Лема 2. Для одномонотонних наборів 
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, де С – набір, що складається з довільної перестановки набора В.  Тут позначено 
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Доведення аналогічне доведенню леми 1. Треба розглянути всі можливі перестановки у наборі С, тобто довести 5 нерівностей.

Аналогічно тому можна довести таку лему.
Лема 3. Для різномонотонних наборів 
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, де С – набір, що складається з довільної перестановки набора В.  Тут позначено 
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Приклад 6. Довести нерівність 
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Приклад 7. Довести нерівність 
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Приклад 8. Довести нерівність 
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 EMBED Equation.3 [image: image81.wmf])

1

;

1

;

1

(

b

a

c

=

 
[image: image82.wmf]2

C
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Приклад 9. Довести нерівність 
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 Розгляньте одно монотонні  набори 
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Зауважимо, що аналогічні властивості мають одномонотонні та різномонотонні набори, що складаються з 4-х та більшої кількості елементів.
ІІІ. ПРАЦЮЮТЬ ОПОРНІ ЗАДАЧІ у задачах про паралелограм

У задачах 1-3 спираймося на те, що бісектриса кута Р паралелограма РНВХ відтинає на НВ (або його продовженні) відрізок НТ = РН.

1. Периметр паралелограма АВСD дорівнює 48 см. бісектриса кута А перетинає відрізок ВС у точці Т. знайдіть сторони паралелограма. Якщо різниця периметрів фігур, на які ця бісектриса поділяє паралелограм. Дорівнює 6 см.

Скористуйтеся вказаною опорною задачею
2. Бісектриса кута D паралелограма АВСD перетинає  сторону ВС і продовження сторони АВ у точках М та N відповідно. Доведіть, що трикутники АDN та МСD рівнобедрені.

Скористуйтеся вказаною опорною задачею та тим, що 
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3. Знайдіть кути паралелограма, якщо діагональ цього паралелограма поділяє його кут у відношенні 1 : 3, а відношення його сторін 1 : 2. 

Позначте кут ВАD як α, АВ = а, середини відрізків АD та ВС як М та N відповідно. Маємо ромб АВКМ, АК – бісектриса кута ВАМ, 
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. Тоді АК = КС = а = АВ, трикутник АВК рівносторонній, 
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4. На сторонах паралелограма АВСD зовні нього  побудували квадрати АВРЕ та ВСКМ. Доведіть, що 
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Зафарбуйте червоним кольором відрізки, що дорівнюють АВ, синім ті, що дорівнюють ВС. Тоді діти побачать, що ΔЕАD =ΔСDА (І оз.). Позначте відповідні гострі кути цих трикутників. Сума гострих кутів трикутника ЕАD 
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5. На сторонах паралелограма АВСD зовні нього  побудували правильні трикутники АВМ і ВСТ. Доведіть, що трикутник МDТ – правильний. 
Зафарбуйте червоним кольором відрізки, що дорівнюють АВ, синім ті, що дорівнюють ВС; врахуйте, що всі кути побудованих трикутників дорівнюють по 60о  та співвідношення між кутами паралелограма. Доведіть рівність трикутників МАD, DСК та МВТ.
У задачах 6-7 спираймося на те, якщо подвоїти медіану трикутника – отримаємо паралелограм. .
6. Дано кут і точку всередині нього. Побудуйте відрізок  кінцями на сторонах кута, який проходить через задану точку й ділиться нею навпіл.

Позначте червоним кольором задані кут А та точку всередині нього М. Тоді можна кольором навести відрізок АМ, його ми теж маємо. Аналіз. Позначимо шуканий відрізок як ВС. Тоді  АМ - медіана трикутника АВС. Якщо її подвоїти. то отримаємо паралелограм АВСD. План побудови.1) 
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(продовженням); 2)
[image: image107.wmf]A
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, т. D – будуємо прямі, паралельні сторонам кута – маємо паралелограм АВСD. Доведення. ВМ = МС за властивістю діагоналей паралелограма.
7. Дано кут і дві точки А і С всередині нього. Побудуйте паралелограм АВСD  вершинами В та D на сторонах даного кута.

Позначте червоним кольором задані кут А та точки всередині нього А і С. Тоді можна кольором навести відрізок АС, його ми теж маємо. Аналіз. Легко знайти середину М даного відрізка АС, тоді  задача зводиться до попередньої.
8. Побудуйте паралелограм АВСD за вершинами А і В та відстанню від даної точки М до вершин С і D.
Позначте червоним кольором задані пряму АВ та відрізки АВ, МС, МD. Аналіз.  Можна кольором навести 

відрізок СD, що дорівнює АВ, як протилежні сторони паралелограма АВСD. Можна побудувати ΔМСD за трьома сторонами. План побудови.  1) М, (АВ) 
[image: image108.wmf]AB
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.  2) Будуємо за трьома сторонами трикутник, рівний ΔМСD та його висоту МР. 3) В, (АВ), [MK], [MP]
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, ВЕ= МК + МР.4) Е, (АВ)
[image: image110.wmf]AB
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. 5) З центром у точці М розхилами циркуля МС та МD проводимо дуги до перетину з EF.  Маємо два розв’язки. 
9. Побудуйте паралелограм АВСD за прямою ВD і основами К і М висот, проведених  вершини В. Аналіз.  Кола, описані навколо прямокутних трикутників ВКD та DМВ мають спільний діаметр ВD. План побудови.  1) [KM]
[image: image111.wmf]®

 ОТ – серединний перпендикуляр до КМ перетинає ВD у точці О. 2) О, ОМ 
[image: image112.wmf]®
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. АВСD – шуканий паралелограм. 
ІV. ЛІНІЙНІ ДІАФАНТОВІ РІВНЯННЯ у шкільній тригонометрії.
Розглянемо   лінійні діафантові рівняння, тобто рівняння виду

a x+ by =c,                       (1)
де a, b, с – задані цілі числа (
[image: image118.wmf]0

¹
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 і 
[image: image119.wmf]0
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), і для якого треба знайти цілочислові розв’язки (x; y).

Можливі  такі два випадки: числа a і  b не взаємно прості  і взаємно прості.

      Випадок 1. Нехай числа  a і  b мають спільний множник, тобто не є взаємно простими,  а  число с не  кратне спільному множнику чисел a і  b (бо тоді ми просто поділили б рівняння на цей спільний  множник).  
Доведемо, що в цьому випадку  рівняння не має розв’язків. 

Нехай  у множині цілих чисел: 
[image: image120.wmf]m
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. Поділимо праву і ліву частини рівняння (1) на число k, маємо                                                
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Ліва частина цього рівняння містить тільки цілі числа, а права – не належить множині цілих чисел, бо, бо число с не кратне k. Тоді остання рівність неможлива не множині цілих чисел.

Лінійне діафантове рівняння (1) не має розв’язків, якщо числа a і  b  не  взаємно прості.
Випадок 2. Нехай a і  b не мають спільного множника, тобто  є взаємно простими числами.

Нехай пара чисел (xо; yо) – розв’язок рівняння (1). Тоді

                с = axо +byо  ,     a x+ by = axо +b,   
[image: image124.wmf])
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За умовою b не ділиться на а. Тоді  x буде розв’язком заданого рівняння для всіх  (y - yo) кратних числу а, тобто тоді і тільки тоді, якщо
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де k – ціле число ( 
[image: image128.wmf]Z
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). 

Тобто загальним розв’язком  лінійного діфантового рівняння (1), якщо числа a і  b є  взаємно простими, буде множина пар 
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Зауважимо, що вгадати якийсь з розв’язків лінійного діафантового рівняння нескладно. Розглянемо декілька прикладів.

Приклад 1. Знайти всі цілі розв’язки рівняння  4x – 8y = 2.

Розв’язання
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Відповідь: розв’язків немає.

Приклад 2. Розв’яжіть у цілих числах рівняння 4x – 3y = 2.

Розв’язання
Легко бачити, що пара чисел (2; 2) задовольняє рівняння. Тоді загальним розв’язком його буде
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Відповідь: (2 + 3k; 2 + 4k), де 
[image: image134.wmf]Z
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Приклад 3. Запишіть всю множину  розв’язків у цілих числах рівняння  24x + 13y = - 15.

Розв’язання
Пара чисел (-3; 1) задовольняє рівняння. Тоді загальним розв’язком його буде
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Відповідь: (- 3 + 13k; 1 + 24k), де 
[image: image137.wmf]Z
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Приклад 4. Скільки цілих точок (точок, координати яких є цілими числами) містить відрізок, що з’єднує точки (0; 0) і (3; 2)?

Розв’язання
Запишимо рівняння прямої, що проходить через задані точки:

                                          2x  -  3y = 0.

Зрозуміло, що (0; 0) – розв’язок цього рівняння. Тоді загальний його розв’язок має вигляд

(3k; 2k), де 
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Знайдемо, які з цих розв’язків цього рівняння містяться між точками (0; 0) і (3; 2):
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Відповідь: 2.

Вміння розв’язувати лінійні діафантові рівняння можуть знадобитися, не тільки у завданнях на подільність, але й, наприклад, при розв’язуванні певних задач тригонометрії, коли треба знайти спільні розв’язки двох тригонометричних рівнянь. 
Приклад 5. Розв’язати рівняння
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Розв’язання
Задане рівняння рівносильно системі
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Шукане x є перетином множин розв’язків першого і другого рівняння системи, тобто коли 
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Останнє рівняння є лінійним діамантовим рівнянням, одним з його розв’язків є 
[image: image144.wmf]0
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. Тоді загальним розв’язком цього рівняння буде
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Підставимо знайдене значення n у вираз x(n) – отримаємо шуканий розв’язок задачі: 
[image: image147.wmf]t
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Зауважимо, якщо підставити знайдене значення k у вираз x(k) – маємо отримати той саме розв’язок. Перевірте це самостійно.

Відповідь: 
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Приклад 6. Розв’язати рівняння
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Розв’язання
Легко бачити, що задане рівняння рівносильне умові
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Розв’язком задачі буде сукупність наведена в системі, за умови, що з неї вилучено значення x, що співпадають із значеннями 
[image: image153.wmf]3
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1) Знайдемо заборонені значення k, тобто  коли 
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Часним розв’язком останього рівняння буде, наприклад,  значення ko = 0, no = 0. Тоді треба вилучити всі k = 2m, 
[image: image155.wmf]Z
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, тобто парні значення k. 
           2) Знайдемо заборонені значення t, тобто  коли 
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Часними розв’язками цих рівнянь будуть відповідно:
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 Тоді треба вилучити всі t = 1 + 2p, 
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 і  t = 1 + 2l, 
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  , тобто непарні значення t.

Розв’язок задачі буде сукупність
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Відповідь: 
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V. ПОРЯД ІЗ ФУНКЦІОНАЛЬНИМИ РІВНЯННЯМИ

1. Знайдіть усі дійсні розв’язки рівняння 
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Маємо:
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Задане умовою рівняння рівносильно 
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2. Знайдіть усі дійсні розв’язки рівняння 
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Розв’язання аналогічне до попереднього. Відповідь: 
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3. Знайдіть усі дійсні значення а , при яких для довільного значення х і 
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Останнє рівняння має розв’язки (відносно y) при довільних значеннях х. Тоді 
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2) Нерівність 
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Відповідь: 
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НА ЗАКІНЧЕННЯ 

На олімпіаді парти поставили  по 6 у рядочку квадратом, а кожну парту посадили по одному учню. Після перевірки з’ясувалося, що кожен з переможців має не більше одного сусіда, що отримав таку саму, або більшу кількість балів. За сусіда вважаємо найближчу особу по горизонталі, вертикалі або діагоналі. Яка найбільша кількість переможців може при тому бути?
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