                                           ЗУСТРІЧ №3  (12. 11. 14)

 І. РОЗМИНКА 
1. Що збільшиться, якщо його перевернути? (Число 6)
2. Одне око, один ріг – проте то не носоріг. Хто це? 
(Корова виглядає з дверей будівлі. )
3.  Міліціонер обернувся на дзвін скла, що розбивається, і побачив чотирьох підлітків, які тікали провулком. Через 5 хвилин вони вже були у відділку й давали свідчення.

· Андрій сказав, що скло розбив Віктор. 

· Віктор твердив, що винен Сергій. 

· Сергій запевняв, що Віктор бреше. 

· Юрій повідомив, що то зробив не він. 

Проаналізувавши свідчення хлопців, слідчий зрозумів, що скоріш за все  лише один із хлопців сказав правду, і вказав на того, хто розбив скло. З’ясувалося, що слідчий був правий.  Так хто розбив скло? 

(Твердження Сергія та Віктора не можуть бути водночас хибними, тобто один із них каже правду. Отже, Юрій бреше, і саме він розбив скло.)
 4. Цар обіцяв одружити з принцесою того, хто переможе дракона. До царя прийшло троє богатирів А, В, С та сказали таке.
А: «Дракона переміг В».

В: «Дракона переміг С».

С: «Дракона переміг я».


Кого одружувати з принцесою, якщо правду сказав лише один богатир?
(Одружуємо принцесу з богатирем В. Приміть до уваги, що  обидва твердження В і С або хибні, або істинні.)

Зверніть увагу, що замість того, щоб здійснити перебір всіх можливих варіантів (коли один з даних умовою осіб каже правду) ми виділили єдино можливий варіант, порівнявши зміст двох тверджень. 
ІІ. ТАКІ ПРОСТІ СКЛАДНІ ЗАДАЧІ НА ПОДІЛЬНІСТЬ

(Див. посібник Г. Апостолової «Працюємо на множині цілих чисел», в-во Ґенеза, 2014 р.)

ПРАЦЮЮТЬ ОЗНАКИ ПДІЛЬНОСТІ

Розглянемо спочатку дві дуже прості олімпіадні задачі. Щоб їх розв’язати треба знати тільки ознаки подільності на 3 і на 9.

5. Чи може число, що дорівнює якомусь степеню двійки, мати у запису однакову кількість нулів, одиниць, двійок, …, дев’яток? 
Розв’язання

Сума цифр числа буде кратна 45, отже число кратне 9, а степінь двійки ділитися на 9 не може.

Відповідь. Ні.
6. Чи існує число, десятковий запис якого містить шість одиниць й сім нулів і є квадратом цілого числа?

Розв’язання

За ознакою подільності  дане число кратне 3;  якщо це квадрат цілого числа, то 
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. Пригадайте ознаку подільності на 9.

Відповідь. Ні.

Пригадаємо ознаки подільності на 7,11, 13 (див. зустріч №2).

Число ділиться на 7 (11, 13), якщо на 7 (11, 13) ділиться різниця даного числа без останніх трьох розрядів і числа, утвореного останніми трьома цифрами.

7.Чи ділиться число 946 988 875 а) на 7; б) на 11?

Розв’язання

1) 946 988  - 875 = 946 113;

2) 946 – 113 = 833; 

3) 833 : 7 = 119, 833 : 11 = 75 (ост.8).

За ознаками подільності на 7 і 11, маємо, що дане число кратне 7, але не ділиться на 11.  

Відповідь: а) Так. б) Ні.

 Для того, щоб число ділилося на 11 необхідно й достатньо, щоб різниця між сумою його цифр непарних розрядів (якщо рахувати справа наліво) і сумою цифр парних розрядів  ділилася на 11. 
8. Чи ділиться 61 974  на 11?

Розв’язання

                        (4 + 9 + 6) - (7 +1) = 19 – 8 = 11
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         Тоді задане число ділиться на 11.

Відповідь: Так.

9. Чи можна всі двоцифрові числа від 32 до 86 включно виписати в деякому порядку одне за одним так, щоб одержати запис простого числа?

Розв’язання


В якому б порядку ми не записували задані числа, різниця двох сум цифр, що стоятимуть на парних і на непарних місцях, є різницею сум перших і других цифр двозначних чисел 32, …, 86. Вона дорівнює 
10(4 + 5 + 6 + 7) + 3
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 - (6 (2 + 3 + 4 + 5 + 6) + 5(1 + 7 + 8 + 9)) = 300 – 245 = 55.
55 ділиться на 11, тоді й утворене відповідно до умови число також буде кратним 11, тобто є  непростим.

Відповідь: Ні. 

АРИФМЕТИКА ЦИФР І СТЕПІНЬ ЧИСЛА
Дуже часто 
задачі на степінь числа легко розв’язуються, якщо зрозуміти якою цифрою закінчується степінь цього числа. 


Зауважимо, що остання цифра степенні числа залежить лише від цифри на яку закінчується задане число.

Проаналізуємо табличку, у якій будемо записувати останню цифру степенів натуральних чисел.

	Степінь числа

/остання  

   Цифра 
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	2
	4
	8
	6
	2
	4
	8
	6
	2
	4
	8
	6
	2

	
	3
	9
	7
	1
	3
	9
	7
	1
	3
	9
	7
	1
	3

	
	4
	6
	4
	6
	4
	6
	4
	6
	4
	6
	4
	6
	4

	
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	5
	5

	
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6
	6

	
	7
	9
	3
	1
	7
	9
	3
	1
	7
	9
	3
	1
	7

	
	8
	4
	2
	6
	8
	4
	2
	6
	8
	4
	2
	6
	8

	
	9
	1
	9
	1
	9
	1
	9
	1
	9
	1
	9
	1
	9



Очевидна періодичність, з якою повторюється остання цифра числа при його піднесення до степеню. Для цифр «9» і «4» це 2; для цифр «2», «3», «7» і «8» - це 4; для цифр «0», «1», «5», «6» остання цифра при піднесенні до степеню не змінюється.


Узагальнимо сказане.   

Завжди однаковою цифрою закінчуються степені натурального числа 
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9. Доведіть, що число 378 + 9 ділиться на 10.


Розв’язання.


Число 378 закінчується такою самою цифрою, що і число 378 – 4 = 374 , тобто 1. Тоді число 378 + 9 закінчується 0 і ділиться на 10. 

          Щ.в.д.

11. Доведіть, що число 
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 ділиться на 5.


Розв’язання.


Число 
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 закінчується цифрою 1,  бо 100 число парне. Число 
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 закінчується цифрою 6, бо 50 число парне. Тоді число 
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закінчується цифрою 5 і ділиться на 5. 

          Щ.в.д.

12. Якою цифрою закінчується  число 9n -1 + 4n ?

Розв’язання
    1) Якщо число n - парне, то: 4n має за останню цифру 6 (див. табл.), число (n – 1) - непарне і 9n-1 має за останню цифру 9 (див. табл.). Тоді останньою цифрою числа 9n-1 + 4n буде 5.

     2) Якщо число n - непарне, то: 4n має за останню цифру 4, число (n – 1) -  парне і 9n-1 має за останню цифру 1. Тоді останньою цифрою числа 9n-1 + 4n буде 5.


Відповідь: 5.

Зверніть увагу  на те, що квадрат цілого числа не може мати за останню цифру 3 або 7, а четвертий ступінь числа може закінчуватися тільки цифрами 1, або 5, або 6.

13. Чи існує таке натуральне  n, щоб число 
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було повним квадратом цілого числа?

Розв’язання

Число 
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  закінчується цифрою 9 (бо 2n+1 - непарне). Тоді задане число закінчується цифрою 3 і не може мати вигляд повного квадрату цілого числа.

Відповідь: Ні.

14. Скільки серед перших 10 000 натуральних чисел таких, що закінчуються одиничкою і можуть бути представлені у вигляді 
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Розв’язання
Зауважимо, що n = 0 або m= 0  не задовольняють умові задачі, бо 8m і 5n не можуть мати останньою цифрою 0. 

Число 5n закінчується цифрою 5 при довільному натуральному n. Тоді число 8m повинно закінчуватися цифрою 6, тобто m кратне 4 (див. табл.). 

При найменшому значенні n = 1 маємо 8m < 10 000 – 5 = 9 995.  Тоді найбільше і єдине значення m = 4 (бо 84 = 4 096, а 85 = 32 768).

Якщо m = 4, то 5n < 10 000 – 4096 = 5904, тоді n  <= 5 (бо 55 =3125, а 56 = 15625). Маємо всього 5 + 4 + 3 +2 + 1 = 15 чисел, що задовольняють умові задачі.

Відповідь:  15.

ІІІ. Знову ЗАДАЧІ З ПАРАМЕТРОМ  

(Див. посібник «Перші зустрічі з параметрами», автори Г.В. Апостолова,  В.В. Ясінський, в-во «Генеза»). 

Ми вже обговорювали, що перші у цій темі кроки – навчити учнів розв’язувати лінійні та квадратні рівняння з параметром. . Другий крок -  ті, що зводяться до вказаних.
Розглянемо приклади розв’язування рівнянь, що зводяться до лінійних та квадратних. 
15. Розв’язати відносно х рівняння 

[image: image15.wmf]a

x

a

b

a

x

b

a

+

-

=

-

+

 ( 1).                                              О.Д.З. 
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(Нагадаємо: фігурна дужка відповідає математичному «і»; квадратна дужка – математичному «або» )
Аналіз: 
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Відповідь: при а =0 
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У наведеному прикладі ми записали О.Д.З і звели рівняння до лінійного. Отримане лінійне рівняння з параметром ми розв’язали за знайомим алгоритмом. Далі проаналізували заборону на певні значення х (відповідно до О.Д.З.) і отримали заборону на певні значення параметра. Тобто ми отримали значення параметра, при яких треба відкинути отриманий розв’язок, сказати, що у цих випадках розв’язку немає.

Далі розглянемо рівняння, що зводяться до квадратних (приклади №16, № 17). До того зауважимо таке. Нехай маємо два корені отриманого квадратного рівняння, 
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(а), і певну заборону на значення х,  х
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. З аналізу   умови х1 = m отримаємо певне (певні) значення параметра а. Висновок: при отриманому значенні  а    х1 – сторонній корінь, а х2 має фіксоване значення, яке може належати О.Д.З. – робимо перевірку. 

Учням наведене я пояснюю так. Уявіть собі, що є слонопотам о двох ногах 
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(а). Він скаче по полю чисел - кожному значенню а відповідає певне положення (числове значення) 
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. На цьому полі є ями, у які слонопатам може попасти при певних значеннях а.   Вони можуть бути  такими, що слонопатам провалиться обома ногами і зникне. А можуть бути такі, що у яму попаде лише одна нога. У останньому випадку друга нога слонопатама залишається на полі, але її положення фіксоване.  
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 (1).                                  О.Д.З. 
[image: image33.wmf]ï

î

ï

í

ì

¹

-

¹

0

2

3

x

a


(1) 
[image: image34.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

+

+

+

-

¹

-

¹

Û

0

3

4

4

)

1

2

(

2

0

2

3

2

2

a

a

x

a

x

x

a


[image: image35.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

+

Î

¹

-

¹

Û

}

1

2

;

3

2

{

0

2

3

a

a

x

x

a

.
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Відповідь: при 
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  (1).    О.Д.З. 
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 Відповідь: при а = 2   х = 1;

                   при а = - 2   х = -3;

                   при а = 3   х = 3;

                   при а = 2   х =1;
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[image: image63.wmf]}

1

;

3

;

2

{

-

±

Ï

a

   
[image: image64.wmf]}

1

;

{

-

Î

a

a

x

.

Розглянемо кілька прикладів розв’язування тригонометричних рівняннях з параметрами та його скороченого запису. 
18. Розв’язати відносно х рівняння:
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Відповідь: при а = 1   
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19. Розв’язати відносно х рівняння:
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Відповідь: при 
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20.  Розв’язати відносно х рівняння:
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Поділимо рівняння системи (2) на 
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Поділимо рівняння системи (3) на 
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Ліва частина останнього рівняння за модулем менша за 2,  а права за модулем не менша за 2 (як сума двох взаємно обернених величин). Тоді рівняння розв’язків не має.

Отже
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Аналіз: множину 
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Відповідь: при 
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21. Скільки розв’язків попередньої задачі міститься в інтервалі [19π; 38π]?

Розв’язання зводиться до аналізу розв’язків попередньої задачі.
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2) При 
[image: image119.wmf]2

-

=

a

 
[image: image120.wmf]18

10

8

7

18

8

3

9

38

2

4

19

£

£

Û

£

£

Û

£

+

£

n

n

n

p

p

p

p

; 9 розв’язків.

Відповідь: при 
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Не забуваємо про властивість суми модулів лінійних виразів:
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22. При яких значеннях х функція 
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За властивістю суми модулів лінійних виразів                      
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Найменше значення маємо за умови 
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Відповідь: 4 при 
[image: image131.wmf]Z

n

n

n

x

Î

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

-

Î

,

6

;

6

p

p

p

p

.
23. Знайти всі значення параметра а, при яких фігура, що задана на координатній площині рівнянням  
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 має найбільший периметр. Вкажіть його значення. 
За властивістю суми модулів лінійних виразів 
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Тоді ліва частина заданого рівняння не менша за праву, рівність  виконується за умови
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Відповідна фігура на координатній площині – прямокутник із довжинами сторін     
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Відповідь: 22 при 
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ІV. ДОВОДИМО ГЕОМЕТРИЧНІ НЕРІВНОСТІ
(Див. додаток №5 підручника Г.В.Апостолової «Геометрія-8», в-во «Генеза», 2008 р.)

Вихідними є елементарні геометричні нерівності:

· нерівності  для сторін і кутів трикутника;

· нерівності для похилих і їх проекцій4
· нерівності для сторін і кутів у прямокутному трикутнику.

24. Доведіть, що для медіан 
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, де р – півпериметр трикутника АВС.
Вказівки до розв’язання. 
Позначите центроїд трикутника АВС як М, а середини сторін як Ма, Мb, Mc відповідно.  
1) Продовжіть медіану ma на відрізок  МаР=ma  і запишіть нерівність для сторін ΔСАР. 
2) Запишіть нерівність для сторін ΔАМаВ. 

3) Запишіть нерівність для сторін ΔСМВ. 

4) Запишіть нерівність для сторін ΔММаВ і поділіть її на 6.
5) З п. 4 маємо: 
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; після додавання  маємо ліву частину шуканої нерівності. Запишіть за п. 1 нерівності для медіан трикутника, додайте їх – отримаєте праву частину шуканої нерівності.  
25. Доведіть, що у трикутнику більшій стороні відповідає менша висота та навпаки.
Вказівки до розв’язання. 

Запишіть площу трикутника через добутки сторони й висоти, що неї проведена.
26. Доведіть для прямокутного трикутника АВС (
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Вказівки до розв’язання. 

1) Домножте нерівності 
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5) Запишіть, що медіана гіпотенузи не менша за висоту, проведену до гіпотенузи і врахуйте, що медіана гіпотенузи дорівнює половині гіпотенузи – отримаєте праву частину шуканої нерівності.  
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27. Доведіть, що для висот трикутника АВС виконується нерівність  
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, де r – радіус кола, вписаного в трикутник.
Вказівки до розв’язання. 

З рівності 
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V. НА ЗАКІНЧЕННЯ 
23. Перед від’їздом на бал мачуха залишила Попелюшці мішок, у якому було змішано мак і просо, та веліла розібрати зерно.  Від’їжджаючи на бал Попелюшка залишила три мішки: в одному був мак, у другому – просо, у третьому – нерозібрана суміш. Щоб не плутати мішки, вона причепила до кожного відповідний напис: «Мак», «Просо», «Суміш». Мачуха повернулася додому першою й поміняла таблички так, щоб на кожному мішку був хибний напис. Як, діставши лише одне зернятко з одного мішка, з’ясувати, де що міститься?
Розв’язання 

(Див. посібник Г. Апостолової, О. Бакал «Логічними стежинками математики», в-во «Генеза», 2014р.)
Узяти зернятко з мішка, на якому написано «Суміш». Зрозуміло, що там буде не суміш, а мак або просо.  У першому випадку  у мішку з написом «Мак» - просо, а з написом «Просо» -  суміш (бо просо на може бути у мішку «Просо»). Аналогічно, якщо  у мішку з написом «Суміш» - просо, то у мішку з написом «Просо» - мак, а у мішку з написом «Мак» - суміш.
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