                                           ЗУСТРІЧ №2  (15. 10. 14)

 І. РОЗМИНКА АБО ТРОШКИ ЛОГІКИ
Приклад 1. Задача ЛьюЇса Керрола. У жорстокому бою 70 зі 100 піратів запорошили око; 75 – оцарапали  вухо; 80 – порізали палець, а 85 – підвернули ногу. Яке найменше і яке найбільше число могло бути тих, хто дістав одночасно усі чотири ушкодження?
1) Око і ухо принаймні 70 + 75 – 100 = 45
2) Палець принаймні  45 + 80 – 100 = 25
3) Одночасно усі чотири «поранення» мають принаймні 25 + 85 – 100 = 10.
4) Максимальна кількість 70.

Відповідь: найменше число – 10, найбільше – 70.

Підготовчі задачі цієї теми.

Приклад 2. У сім’ї 5 дітей. Троє з них за сніданком випити молоко, а четверо – чай. Як таке може бути?
Намалюйте діаграму Вена і з’ясуйте, що 3 + 4 – 5 = 2 – пили і молоко й компот.
Приклад 3. Приїхало 100 туристів. З них 20  не знали ні німецької ні французької, 78 знали французьку і 65 – німецьку. Скільки туристів знали і німецьку і французьку?
1) Знали хоча б одну мову 100 – 20 = 80

2) Не знали французьку 80 – 78 = 2
3) Не знали німецьку 80 – 65 = 15

4) Знали дві мови 80 – 2 – 15 = 63.

Відповідь: 63. 

Далі складайте самі. 

ІІ. ТАКІ ПРОСТІ СКЛАДНІ ЗАДАЧІ НА ПОДІЛЬНІСТЬ
Зазвичай у школі обминають цю тему (окрім ознак подільності на 2, 3 і 5), задачі цієї тематики на математичних змаганнях здаються учням дуже складними.

 
Проте більшість таких задач не вимагає особливих знань та особливо громіздких міркувань. 
Почнемо з найпростіших опорних  фактів. 

Безпосередньо з десяткової форми запису числа 
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маємо ознаки подільності на  4, 8.  

При k 
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 степені 10k діляться на 4, при k 
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 степені 10k діляться на 8 Тому 
· ознакою подільності на 4 є ділення без остачі на 4 двозначного числа   
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· число а ділиться на 8, якщо тризначне число 
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Тоді маємо таке. 
· Число  ділиться на 3, якщо сума цифр  числа ділиться на 3. 
· Число  ділиться на 9, якщо сума цифр  числа ділиться на 9. 
Наведені твердження можна сформулювати ще й так.
· Остача при діленні  числа на 3 (або 9) дорівнює остачі від ділення на 3 (або 9) суми цифр цього числа.
У цей перелік додамо ще й таке очевидне твердження.
· Серед трьох (n )послідовних чисел числового ряду одне ділиться на 3 (на n).
Тобто довільне натуральне число можна представити у вигляді 
[image: image9.wmf]{

}

1

3

,

3

±

k

k

 та {2k, 2k +1}. Розглянувши всі можливі випадки легко довести лему. 
Лема 1. Квадрат числа при діленні на 3 та 4 дає остачу  0 або 1. 

 Зауважимо, що квадрат парного числа ділиться на 4 без остачі, а квадрат непарного при діленні на 4 дає остачу 1.
Приклад 4. У запису n-значного числа маємо по одній  цифри 1, 3, 5, 8, а всі інші цифри нулі. Чи може таке число бути точним квадратом?

Розв’язання

Сума цифр даного числа дорівнює 17 і при діленні на 3 дає остачу 2. Число при діленні на 3 дає таку саму остачу, як і сума цифр його числа  Тобто дане число при діленні на 3 дає остачу 2 і  не може бути точним квадратом.

Відповідь: Ні.

Приклад 5. До числа 10 справа і зліва дописали по одній цифрі так, щоб дістати число, кратне 72. Знайдіть отримане число.

Розв’язання


Отримане число кратне 72, отже ділиться на 8 і на 9. 

З кратності 8 маємо, що останньою його цифрою може бути лише 4.

З кратності 9 маємо, що першою його цифрою може бути лише 4.

Відповідь: 4104. 

Приклад 6. У десятковому запису числа 300 одиниць, кілька нулів, а інших цифр немає. Чи може це число бути повним квадратом?

Розв’язання


Сума цифр даного числа дорівнює 300 і ділиться на 3, але не ділиться на 9. Отже це число не може бути повним квадратом.


Відповідь: Ні.
 Приклад 7. Остання цифра квадрата натурального числа 6. Доведіть, що його передостання цифра непарна.

Розв’язання

Задане число 
[image: image10.wmf]6

...

1

1

2

a

a

a

a

n

n

-

=

 - парне, тоді число а є теж парним, тобто 
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. Тоді (за ознакою подільності на 4) маємо, що 
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, тобто двозначне число 
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 має вигляд:

16, або 36, або 56, або 76, або 96. Звідки 
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 і є числом непарним.
Щ.в.д.
 Наведемо ще декілька корисних лем. (Всі вони доводяться дуже легко)
Лема 2. Квадрат числа при діленні на 5 дає остачі {0, 1, 4}.
Лема 3. Квадрат числа при діленні на 7 дає остачі {0, 1, 4, 2}.
Лема 4. Квадрат числа при діленні на 8 дає остачі {0, 1, 4}.

Лема 5. Куб числа при діленні на 7 дає остачі {0, 1, 6}.

Лема 6. Куб числа при діленні на 9 дає остачі {0, 1, 8}.

Лема 7. Четвертий ступінь числа при діленні на 5 дає остачі {0, 1}.

Лема 8. Шостий ступінь числа при діленні на 7 дає остачі {0, 1}.

Приклад 8. Доведіть, що число 
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 не може бути шостим степенем цілого числа ні при якому натуральному n.

Розв’язання


За лемою 5 число 
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 при діленні на 7 може давати остачі 3, 2, або 4, а шостий степінь при діленні на 7 може давати остачі 0 або 1 (лема 7). Рівність між ними неможлива.

 
Щ. в. д.
Приклад 9. Розв’яжіть у цілих числах рівняння 
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                  Розв’язання


Представимо дане рівняння в вигляді
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Звідси число 
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 кратне 7, отже 
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 при діленні на 7 має давати остачу 3, що неможливо за лемою 3.

Відповідь: Розв’язків немає.
 ЧИСЛО ШЕХИРІЗАДИ І ОЗНАКИ ПОДІЛЬНОСТІ НА 7, 11, 13.


Перейдемо до ознак подільності на 7, 11 і 13. У цьому на допоможе число 1001, яке ще називають числом Шехирізади. 
 
Число Шехирізади має кілька цікавих властивостей.

1) Це найменше з чотиризначних чисел, яке можна представити в вигляді суми кубів двох натуральних чисел:  1001 = 103 + 13.

2) Число 1001 складається з 77 «чортових дюжин»: 1001 = 77
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3) Число 1001 складається з  143 «магічних» чисел 7: 1001 = 143
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4) Число 1001 складається з 91 одинадцяток: 1001 = 91
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5) 1001 = 52
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. Отже, якщо вважати, що рік дорівнює 52 тижням, то 1001 ніч складається з 1 + 1 + ½ + ¼ року. А сума 1 + ½ + ¼ є частиною нескінченного ряду 1 + ½ + ¼ + …+ 1/2n, який часто зустрічається у математиці й якому в старовину теж приписували магічних властивостей.
Властивості числа 1001 перетинаються з магією та математикою. Зокрема, на його властивостях базується доведення ознак подільності на 7, 11 і 13.

Розглянемо  число 
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Число 1001 ділиться на 7, на 11 і на 13. Тоді  число 
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 ділиться на 7 (11 або 13), якщо на 7 (11 або 13) ділиться число 
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Маємо ознаку подільності на 7 (11 або 13).

· Число ділиться на 7 (11, 13), якщо на 7 (11, 13) ділиться різниця даного числа без останніх трьох розрядів і числа, утвореного останніми трьома цифрами.

 Розглянемо іншу ознаку подільності на 11, яка була відома ще в ХІ ст. арабському математику ал-Кархі, а потім вперше сформульована в сучасному вигляді французьким математиком Ж. Л. Лагранжем (1736 - 1813). 

· Для того, щоб число ділилося на 11 необхідно й достатньо, щоб різниця між сумою його цифр непарних розрядів (якщо рахувати справа наліво) і сумою цифр парних розрядів  ділилася на 11. 
Доведемо наведену ознаку для чотиризначного числа 
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 EMBED Equation.3 [image: image36.wmf]0
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В останньому виразі перші три доданки кратні 11, тоді дане число ділиться на 11, якщо різниця 
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 кратна 11.

Зрозуміло, що аналогічне доведення можна провести для довільного n-цифрового числа, хоча його запис буде громіздким. У загальному вигляді  цю ознаку можна довести лаконічно й прозоро, спираючись на властивості порівнянь. (Ми то зробимо пізніше. Див також посібник Галини Апостолової «Працюємо на множині цілих чисел», в-во «Генеза», 2014 р.)

ІІІ. ЗАДАЧІ З ПАРАМЕТРОМ  
На кожній зустрічі ми будемо торкатись цієї теми, що важлива у роботі з учнями, бо сприяє формуванню в них абстрактного та алгоритмічного мислення, мислення розгалуження, вміння аналізувати та узагальнювати. Важливо сформувати «сходинки» за якими учні пройдуть від найпростіших «очевидних» задач до задач підвищеної складності. На тому принципі побудовано посібник «Перші зустрічі з параметрами» (автори Г.В. Апостолова,  В.В. Ясінський). 
 КРОКИ ПОДАННЯ МАТЕРІАЛУ
1) ПЕРШЕ РІВНЯННЯ з параметром, 2х = а, пропонуємо після «реклами» теми. Учні, налякані «рекламою»  зазвичай не миттєво дають відповідь: х = а : 2. «Правильно! Поздоровляю, ви розв’язали перше рівняння з параметром!», каже вчитель і відразу пропонує друге рівняння: ах=2. Клас навипередки вигукує розв’язок: х = 2 : а! Тут треба чітко з’ясувати, чому розв’язок неправильний, чому не можна ділити на нуль (Ділення є дією оберненою до множення. Якщо а = 0, то треба знайти таке х, що задовольняє співвідношення 0 
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 = 2.)
Ми підключили такий педагогічний прийомчик, як емоційний супровід. Тепер учні не забудуть, що перш ніж поділити на параметр, треба вказати, що він не нуль, а випадок нуля вимагає окремого розгляду. 
Пропонуємо алгоритм

2) АЛГОРИТМ розв’язання лінійного рівняння з параметром.
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Підкреслимо, що друга система не розгалужується, а перша може розгалужуватися в залежності від значення q.
Обведіть другу систему колом і вкажіть: «НЕ РОЗМНОЖУЄТЬСЯ» (інакше учні інколи починають розглядати випадки q =0 і q
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 не тільки у розв’язку першої системи, але й другої теж.) 

Використовуйте кольорові олівці, щоб легше бачити гілки розгалуження.

Не кажіть учням 7-8 класу слова «сукупність», «об’яднання»,  «система», «перетин». Акцентуйте увагу на змістовному наповненні, кажіть:  «або», «і».
Зрозуміло, що буде значно легше, якщо до того, як звернутися до пропонованої теми, ви спочатку розглянете з учнями життєві логічні вислови зі сполучниками «або», «і», зміст понять «рівносильно», «випливає» на життєвих прикладах. Наприклад, з того, що це кіт випливає, що вусатий. Проте обернене твердження не буде правильним. НАСЛІДОК  - ШИРША МНОЖИНА ЗА ВИТОК!  (див. посібник Галини Апостолової, Олени Бакал «Логічними стежинками математики. 5-9», видавництво «Ґенеза», 2014р.) Зауважимо, що така робота допоможе учням і в опануванні геометрії, яка складається з логічних висловлень.
Не треба поспішати, просто час від часу протягом навчального року «підкидати» учням задачки на розв’язування лінійних рівнянь з параметрами. На стіні класної кімнати висить плакат з відповідним алгоритмом. Він, безумовно, допомагає  - діти намагаються «підігнати» вид рівняння під вказаний на плакаті, діяти далі за пропонованим алгоритмом (формується алгоритмічне мислення учня). А вчитель потрошку ускладнює завдання. Наприклад, від рівняння, що зводиться до  (2а – 1) х = 3 – 4а , (2а – 1) х = 3 – 4а + р, … перейдемо до 
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 тощо.
3) Через певний час мислення учнів опанувало складності розгалуження, діти чітко його «бачать», вміють здійснювати відповідне моделювання. Головне зроблено»! ДАЄМО ІНФОРМАЦІЮ – мислення учнів готове до її сприйняття. (Більш того, їм то подобається, бо  ЦІКАВО! ). Тепер поступово розширюємо тематику задач з параметрами (див посібник, вказаний раніше), пропануємо нестандартні задачі. Наприклад таку. 
Приклад 9. знайти всі значення параметра А, при кожному з яких нерівність
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 (1)
Має хоча б один розв’язок.
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 (за властивістю квадратичної функції).
У рівняння (1) ліва частина не менша за 4 (як сума двох взаємно обернених величин), а права – не більша за 4 .

Тоді (1) виконується за умови 
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Маємо: 
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Відповідь: 
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ІV. ЗАДАЧІ НА ПОБУДОВУ  як геометрична «гімнастика» уяви і мислення учнів
Такі задачі вчать учнів виділяти окремі (опорні) конфігурації у геометричній фігурі, сприяють розвитку геометричної уяви, вміння аналізувати (за рахунок першого та останнього етапів). Неодноразово перевірено, що після «школи задач на побудову» в учнів підвищується рівень посильних для них геометричних задач, полегшується сприйняття нового навчального матеріалу.
Перші задачі на пошук базового трикутника ( див. И. Кушнир, Л. Финкельнштейн «Геометрия. Сборник задач 7-9», підручник Г. Апостолової «Геометрія-7»). 
Приклад 10. Побудуйте рівнобедрений трикутник АВС (b = с) за: 1) 
[image: image51.wmf]Ð

А, hb; 2) 
[image: image52.wmf]Ð

А, hc; 3) 
[image: image53.wmf]Ð

А, ha; 4)
[image: image54.wmf]Ð

B, hc; 5) 
[image: image55.wmf]Ð

C, hb; 6) 
[image: image56.wmf]Ð

С, hс; 7) b, hс; 8)  с, hb; 9) 
[image: image57.wmf]Ð

А, lb; 10) 
[image: image58.wmf]Ð

B, lc; 11) b; mb.
Приклад 11. Побудуйте трикутник АВС за: 1) a, hb, hс; 2) a, hb, ha; 3) 
[image: image59.wmf]Ð

B, hb, ha; 4) 
[image: image60.wmf]Ð

C, hb, ha; 5) 
[image: image61.wmf]Ð

B, hb, hс; 6) a, hb, mb; 7) a, hb, ma; 8) a, b, hc; 9) a, b, hb.
МЕТОД СПРЯМЛЕННЯ – ШУКАЙ РІВНОБЕДРЕНИЙ ТРИКУТНИК
Приклад 11. Побудуйте прямокутний трикутник АВС (
[image: image62.wmf]Ð

С = 90о) за: 1) с + а, 
[image: image63.wmf]Ð

В; 2) с – а, b; 3) с – а, 
[image: image64.wmf]Ð

В; 4) а + b, с; 5) а + b, 
[image: image65.wmf]Ð

В; 6) а - b, с; 7) а  -  b, 
[image: image66.wmf]Ð

В; 8) 
[image: image67.wmf]Ð

А, с + mc.
Приклад 12. Побудуйте трикутник АВС за: 1) а, 
[image: image68.wmf]Ð

В; с  -  b; 2) а, 
[image: image69.wmf]Ð

С; с  +  b; 3) 
[image: image70.wmf]Ð

А, 
[image: image71.wmf]Ð

В, а - b.
БІЛЬШ СЕРЬОЗНІ ЗАДАЧКИ – «ПОСИЛЬНІ ЗАДАЧІ ПІДВИЩЕНОЇ СКЛАДНОСТІ» ля учнів 7 класу.
Приклад 13. Побудуйте трикутник АВС за: 1) висотою й медіаною, що проведені з однієї вершини, та радіусу описаного кола; 2) вершиною і  прямими, що містять бісектриси кутів при двох інших його вершинах; 3) сумами його сторін а +b, b + c, a + c/
Приклад 14. Побудуйте  коло заданого радіуса, яке: 1) дотикається до заданої прямої і проходить через дану точку поза нею; 2) вписане у даний кут;  3) відтинає на двох сторонах даного трикутника відрізки заданої довжини.
Приклад 15. Через дану точку поза даним колом проведіть січну так, щоб коло поділяло її на дві рівні частини.
Приклад 16. Дано два концентричні кола. Проведіть пряму так, щоб ці кола відтинали на ній три рівні між собою відрізки. 
Приклад 17. Через точку перетину двох даних кіл поведіть січну так, щоб її відрізок, що належить обом  колам був: 1) заданої довжини; 2) найдовшим.
Приклад 18. Знайдіть ГМТ основ перпендикулярів, поведених із даної токи до прямих, що проходять іншу задану точку. 
Приклад 19. Дано три прямі, що перетинаються в одній точці. Побудуйте трикутник бісектриси якого містяться на цих прямих. 
Приклад 20. Дано відрізок, що міститься на краю аркуша паперу. Побудуйте серединний перпендикуляр до нього.
Приклад 21.  Дано трикутник АВС, вершина с якого не вмістилася на папері. Побудуйте: основу: 1) висоти, проведеної з вершини С ; б) бісектриси, проведеної з вершини С.
ПРО ЗАПИС РОЗВ’ЯЗАННЯ У ЗАДАЧАХ НА ПОБУДОВУ
На перших кроках  можна просто вказувати на малюнку номер дії (див. «Геометрія в опорних схемах і малюнках. Робочий зошит учня 7 класу». Автор Г. Апостолова. В-во «Генеза»). Це дозволяє за урок розв’язати  10 - 20 задач (а не дві-три). Саме тоді розв’язування таких задач перетворюється на “гімнастику» геометричної уяви учнів. Саме тоді, замість відторгнення тем, учні захоплюються нею, переживають відчуття відкриття, формується пошукова активність.
Значно полегшує пошук розв’язання використання кольорових олівців. Наприклад,  на етапі аналізу червоним наводимо задані умовою елементи, а ті, що можна знайти за опорними задачами наводимо іншими кольорами.  
Не треба (окрім перших «Погорєловських» задач) вимагати від учнів реального здійснення побудови циркулем і лінійкою. Учень повинен скласти план побудови, спираючись на опорні (відомі) задачі на побудову, а циркуль можна залишити вдома.

Не вимагайте від учня 7 класу виконання всіх етапів. Головне, щоб учень «побачив» план побудови. 

До запису плану побудови (замість номерів дій на малюнку)  переходимо на початку 8 класу.

В середині 8 класу починаємо вимагати від учнів доведення того, що побудована фігура саме така, що вимагалося за умовою. Тут, щоб учень чітко усвідомив на етапі доведення, що дана, а що доводимо на допомогу приходить форма запису.    
Для запису логічного кроку плану побудови при оформленні розв’язування задачі на геометричні побудови, зручно використовувати форму “МАЄМО” → “БУДУЄМО”. Наприклад, логічні кроки  ділення відрізка навпіл та побудови прямокутного трикутника за гіпотенузою і катетом можна записати, відповідно, як 



; 

(за гіпотенузою  і катетом).

  Окремі логічні кроки доцільно ще й пронумеровувати. – тоді чітко вимальовується модель розв’язання задачі; учню легше сформулювати умову на ІІІ етапі розв’язання. 

Приклад 22. Побудувати прямокутний трикутник за гострим кутом і бісектрисою прямого кута.

Дано: 


Побудувати ΔАВС: 

; 


; 

; 

.

План побудови
1) 

;

2) 

;

3) 

 (за стороною і двома прилеглими кутами);

4) 

.



 — шуканий.

Доведення

За побудовою маємо: 

;



.

Довести:
 (1)-(4).

1)Виконуються за побудовою:  (3) и (4).

2) У 

 і (1) виконується.

3) 

 і (2) виконується, щ.в.д.
V. НА ЗАКІНЧЕННЯ
Приклад 23. Жили-були хамелеони: 13 сірих, 15 бурих і 17 малинових. Коли зустрічаються два хамелеони різного кольору, вони одночасно приймають третій колір  (наприклад, сірий та бурий – стають малиновими). Чи може трапитися так, що всі хамелеони матимуть однаковий колір?
СМАЧНОГО РОЗВ’ЯЗАННЯ! ДО ЗУСТРІЧІ!
Побажання та запитання, зауваження та пропозиції надсилати за адресою: apostolovakiev1@rambler.ru
Інформація щодо змісту семінарських занять (і не тільки про них) можна знайти на сайті apostolova.com.ua
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