ЗУСТРІЧ №5  (21. 01. 15)

 І. РОЗМИНКА або знайомство з ГРАФАМИ або як розв’язати задачу, якою закінчили минулий семінар. 
Коли об’єкти зображують точками, а з’язки між ними відповідними відрізками (або дугами), то таку графічну модель називають графом. Відповідне моделювання стало настільки поширеним, що в сучасній математиці навіть існує окремий розділ – «теорія графів». Математики називають графом множину точок та таких відрізків, обидва кінці яких належать точкам вказаної множини. Ці точки називають вершинами графа, а відрізки – ребрами графа. Кількість ребер графа, що виходять з певної вершини, називають степенем цієї вершини. Вершини графа, що мають парний степінь, називають парними. Вершини графа, що мають непарний степінь, називають непарними.
Розглянемо задачу, якою ми завершили останній семінар.
Приклад 1.Чи можна сім телефонів з’єднати між собою дротами так, щоб кожен було з’єднано рівно з трьома іншими?
Порахуємо кількість кінців дротів.  Їх буде разом 7
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 кінців – число непарне. Однак у кожного дроту 2 кінці, отже це число повинно бути парним.

Відповідь:  Ні.
 Фактично ми довели теорему з теорії графів.
Теорема 1. Кількість непарних вершин будь-якого графа є числом парним.

Для доведення цієї теореми достатньо зауважити, що сума кількох цілих чисел є парною тоді й тільки тоді, коли число непарних доданків парне. 

Теорема про парність числа непарних вершин графа часто дозволяє легко розв’язувати задачі.

Приклад 2. В класі 30 учнів. Чи може бути таке, що 9 з них мають по 3 друга (в цьому класі), 11 – по 4 друга. А 10 – по 5 друзів?

Розв’язання.

Якщо то б було можливо, то можливою була би  побудова графа з 30 вершинами, 9 з яких мали б степінь 3; 11 – степінь 4; 10 – степінь 5. Такий граф мав би 9 + 10 = 19 непарних вершин, що суперечить теоремі про парність числа непарних вершин.

Відповідь: Не може.


На наступному занятті ми продовжимо розглядати теорію графів. А поки пропонуємо для самостійного розв’язання такі задачі. 
(Про графи читайте посібник Г. Апостолової, О. Бакал «Логічні стежинки математики.5-9 класи» §22.)
Приклад 3. На теплоході 15 телефонів. Чи можна їх з’єднати проводами так, щоб було 4 телефони, кожний з яких з’єднано з трьома іншими, 8 телефонів, кожний з яких з’єднано з шістьма іншими, 3 телефони, кожний з яких з’єднано з п’ятьма іншими?
Приклад 4. Доведіть, що кількість усіх людей, що жили на Землі і потиснули руку іншим непарну кількість разів – число парне.
ІІ. ПОРІВНЯННЯ ЗА МОДУДЕМ – закріплюємо вивчене.

Досвід роботи з учнями свідчить про те, що теорія порівнянь легко сприймається учнями, проте, щоб вони почали її застосовувати, необхідні навички розв’язування найпростіших задач цієї тематики. Саме такі задачі й пропонуються сьогодні. (Див. посібник Г. Апостолової «Працюємо на множині цілих чисел»,§7 )
Приклад 5. Знайдіть остачу від ділення: а) 9999 на 8; б) 162015 на 3; в) 13121 на 14. 

а) Відповідь:1. Порада. 
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б) Відповідь:1. Порада. 
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в) Відповідь:13. Порада. 
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Приклад 6. Знайдіть всі можливі значення n, якщо: а) 
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а) Відповідь: n = 14k + 2. Порада. 
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б) Відповідь: n = 16k - 2.  Порада. 
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в) Відповідь:n = 3k + 1. Порада. 
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Приклад 7. Знайдіть всі значення  n при яких: а) число 8n + 1 ділиться на 7; б)  число 81 - 13n ділиться на 11; в) 29n – 40 ділиться на 13; г*) n3  - 3 ділиться на n - 3.

а) Відповідь:
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б) Відповідь:
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в) Відповідь:
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г) Відповідь: 
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Приклад 8. Розв’яжіть порівняння: а) 
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а) Відповідь:
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 (3 і 8 взаємно прості, див. властивість 8), 
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б) Відповідь:
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в) Відповідь:
[image: image59.wmf]17

29

º

y

. Порада. 
[image: image60.wmf]145

5

29

=

×

, 
[image: image61.wmf]58

2

29

=

×

. Тоді маємо 
[image: image62.wmf]5

2

29

º

y

, 
[image: image63.wmf]24

2

29

-

º

y

, 
[image: image64.wmf])

12

(

2

2

29

-

×

º

×

y

. 
[image: image65.wmf]17

12

29

29

º

-

º

y

. 

г) Відповідь:
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Приклад 9. Розв’яжіть у цілих числах рівняння за допомоги порівнянь: а) 7 x  + 8 y = 1; б) 

13x – 15 y = 16; в) 257 x + 18 y = 175. 

а) Відповідь:x = - 1 – 49k, y = 1 +7k, де 
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б) Відповідь: x = 7 +15k, y = 5 + 13k, де 
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 в) Відповідь:x = - 1 +18k, y = 24 - 257k, де 
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Приклад 10.  Знайдіть остачу від ділення: а) (116 + 1717)21 на 8; б) 9999 + 999
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а) Відповідь: 5. Порада. 
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 EMBED Equation.3 [image: image93.wmf]5
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б) Відповідь:3. Порада. 
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ІІІ. КОЛЕКЦІЙНІ ЗАДАЧІ ПРО ВПИСАНИЙ ЧОТИРИКУТНИК
1. Доведіть необхідну та достатню умови того, що навколо чотирикутника можна описати коло. 

2. У коло вписано чотирикутник АВСD. Бісектриси кутів А і С перетинають коло в точках Е і Р. Доведіть, що ЕР містить центр кола. 

(Міра дуги ЕР дорівнює сумі дуг РD та DЕ і складає: 2
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3. Доведіть, що у вписаному чотирикутнику бісектриса внутрішнього та зовнішнього кутів  при протилежних вершинах перетинаються на колі, описаному навколо даного чотирикутника.

Нехай бісектриси кута А вписаного чотирикутника АВСD перетинає коло у точці К; 
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2) 
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4. Доведіть, що бісектриси зовнішніх кутів довільного опуклого чотирикутника обмежують чотирикутник,  який можна вписати в коло. 
Нехай бісектриси зовнішніх кутів чотирикутника утворюють із сторонами чотирикутника відповідно кути 1, 2, 3, 4. Тоді сума протилежних кутів шуканого чотирикутника дорівнює: 
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5. У коло вписано чотирикутник АВСD. Продовження сторін АВ і СD перетинаються в точці М, а продовження АD і ВС  - в точці Р. Доведіть, що бісектриси кутів АМD і СРD взаємно перпендикулярні. 

1) За О.З. кут між січними, проведеними до кола з однієї точки дорівнює піврізниці мір дуг, що відтинаються при тому на колі й містяться всередині кута. Тоді 
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2) Позначимо шуканий кут як х. Сторони АВ, ВС і бісектриси кутів Р і М обмежують чотирикутник з кутами: х, В, (
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6. Діагоналі вписаного в коло з центром О чотирикутника АВСD взаємно перпендикулярні і перетинаються в точці М. Доведіть, що:

1) пряма, проведена з М перпендикулярно до ВС, ділить АD навпіл; 

2) відстань від О до АВ дорівнює  половині DС;

3) з відрізків АВ, СD і діаметра кола можна побудувати трикутник;

4) дотичні до кола у точках А, В, С, D обмежують чотирикутник, навколо якого можна описати коло;

5) середини сторін АD і ВС та основи перпендикулярів, проведених з точки М на ці сторони лежать на одному колі. 

Вказівки до розв’язання
Позначимо кут АСВ  як α, кут DВС як β.

1) Позначимо основу перпендикуляра, проведеного з М до ВС як К, точку перетину прямої МК з АD як Р. Треба довести, що АР = Р D.


   У прямокутному трикутнику СМВ 
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Маємо: 
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Аналогічно, DР = РМ. Твердження умови доведено.

2) Нехай 
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 і ΔЕОС=ΔТВО за гіпотенузою і гострим кутом. Маємо: ОТ = ЕС = DС/2. Щ. в. д.

3) Нехай ОВ перетинає коло в точці К – маємо прямокутний ΔКАВ. Твердження умови виконується, якщо АК = DС. Доведемо вказану рівність.
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Аналогічно, якщо ОС перетинає коло в точці Т, то  
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У прямокутному ΔDТС кут DСТ дорівнює 90о – β = α. Тоді ΔDТС = ΔАВК (за гіпотенузою і гострим кутом). Маємо АК = DС. Щ. в. д.

4) Дотичні до кола в точках А і В утворюють зі стороною АВ кути рівні половині дуги АВ, тобто α, а між собою кут 180о – 2α. Аналогічно, дотичні до кола в точках D і С утворюють кут 180о –2β. Сума протилежних кутів утвореного дотичними чотирикутника дорівнює 180о – 2α + 180о –2β = 360о – 2 (α+β) = 180о. Тоді утворений чотирикутник є вписаним. Щ. в. д.
5) Нехай К і Т – середини сторін АD і ВС, а Е і Р - основи перпендикулярів, проведених з точки М на ці сторони. 

За 6(1) маємо,  що точки К, М, Р лежать на одній прямій і Е, М, Т належать прямій; 
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(як зовнішні кути ΔМАК і ΔМТВ). Ці кути спираються на спільний відрізок ЕР, тоді точки К, Е, Р, Т лежать на одному колі. Щ. в. д. 

ІV. Привіт з ІV етапу учнівських олімпіад 2012 р.
1. 8 кл.  Коло, що проведено через вершину А трикутника АВС, його інцентр І та точку М  на стороні АВ (ВМ < ВС) перетинає сторону АС у точці N. Доведіть, що ВМ + СN = ВС.
1) 
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l

AI

º

→МІ = ІN (як хорди, на які спираються рівні вписані кути).
2) Відкладемо на ВС відрізок ВК = ВМ. Тоді ΔМВІ = ΔКВІ (за І оз.) і ІК = ІМ = ІN.

3) Позначимо 
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4) Кут, суміжний до 
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5) ІК = ІN, 
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, ІС – спільна → Тоді ΔІNС = ΔІКС (за І оз.) і NС = КС.

          Маємо: ВС = ВК + КС = МВ + NС. Щ. в. д.
2. 8 кл.  Зобразіть на координатній площині множину точок, що задовольняють співвідношенню: |y - x| = 2 – x – y.
Порада. Врахуйте, що дане рівняння рівносильно системі 
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3. 9 кл. Зобразіть на координатній площині множину точок, що задовольняють співвідношенню: |y – [x]| = 2 – y – [x].
Порада. Врахуйте, що дане рівняння рівносильно системі 
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4. 8 кл. Розв’яжіть рівняня відносно х: 
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Порада. Врахуйте, що 
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НА ЗАКІНЧЕННЯ
(8 кл. ІVет.) Троє хлопців разом зібрали 420 горіхів. Скільки горіхів зібрав кожний з них, якщо відомо таке. Спочатку першій віддав другому та третьому по чверті своїх горіхів і ще по одному. Потім другий віддав першому та третьому по чверті горіхів, що в нього утворилося, та ще по одному. Третій зробив те саме. Після того виявилося, що горіхи поділено порівну. 
Пригадайте «принцип крайнього». Будемо розв’язувати задачу з кінця. Позначимо кількість горіхів у хлопців на кожному попередньому етапі як х1, х2, х3 відповідно.
3) 140 = х1+ х3 : 4 + 1; 140 = х2+ х3 : 4 + 1; 140 =  х3 : 2 – 2. Маємо х1 = 68;  х2=68;  х3 = 284.
2) 68 = х1+ х2:4 + 1; 68 =  х2 : 2 – 2; 284 = х3+ х2:4 + 1. Маємо х1 = 32;  х2=140;  х3 = 248.

1) 32 = х1 : 2 – 2; 140 = х2+ х1 : 4 + 1; 248 = х3+ х1 : 4 + 1. Маємо х1 = 68;  х2=122;  х3 = 230.

Відповідь:  68; 122; 230.
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