                                                         Передмова

           Основна маса учнів проводить підготовку до державної підсумкової атестації в класі, під керівництвом вчителя. Пропонований посібник стане помічником і для вчителів, і для учнів у ході підготовки на уроках математики в школі; крім того з його допомогою  абітурієнти зможуть готуватися до зовнішнього оцінювання самостійно. Він може використовуватись як дидактичний матеріал в 7-9 класах при вивченні алгебри.

          У  посібнику подано детальні розв’язки усіх завдань збірників(1999-2010р),   рекомендованих Міністерством освіти і науки України для проведення державної підсумкової атестації з алгебри у 9 класах загальноосвітніх навчальних закладів (Збірник завдань для   державної підсумкової атестації з алгебри у 9 класах / За ред.. З.І. Слепкань. – Харків: Гімназія, 2001, 2004р , Бурда М.І. та ін. Збірник завдань для   державної підсумкової атестації з алгебри. 9 клас.  – Харків: Гімназія, 2007. р. ,Бурда М.І. та ін. Збірник завдань для   державної підсумкової атестації з математики. 9 клас.  – Харків: Гімназія,  2010р ,Математика. Варіанти завдань для письмового екзамену в 9 класах основної школи / Капіносов А.М. Литвиненко Г.М. Бурда М.І. «Генеза –Південь» Дніпропетровськ 1999р),  що стосуються   рівнянь вищих порядків, які зводиться до квадратних. 
           Як користуватися посібником?
     Пропонований посібник має зручну для використання структуру. Усі завдання посібника систематизовано за видами алгебраїчних рівнянь. Стисло і доступно дається теорія, яку необхідно знати, щоб розв’язувати завдання першої, другої, третьої та четвертої частин. Після блоку теорії наведено розв’язання типових завдань, які вибрані з варіантів збірників. Закінчується розділ тренувальними вправами, які є аналогічними  до розв’язаних вище і вибрані з інших варіантів збірника. Уважно вивчивши розв’язання, розібравши і зрозумівши, як розв’язується наведене завдання, можна переходити до самоперевірки, тобто до самостійного розв’язання аналогічного завдання з рубрики «Завдання для самостійного розв’язання».
Алгебраїчні рівняння вищих порядків, які зводяться до квадратних
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Біквадратне рівняння шляхом заміни
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· Приклад.    Знайдіть корені рівняння.  
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· Розв’язання.
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Повертаємося до заміни:            [image: image32.png]



[image: image33.png]
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· Завдання для самостійного розв’язування
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                                                             Відповідь: 2 , 4.
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                                                             Відповідь: -1, 1.
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                                                             Відповідь:   -1, 1.
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                                                              Відповідь: -1, 1.
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                                                              Відповідь: - 3, -1, 1, 3.
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                                                              Відповідь: - 7, 1, 
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Рівняння четвертого степеня, розв’язання  якого зводиться до розв’язання квадратного рівняння шляхом виділення повного квадрата.
              Рівняння четвертого степеня, розв’язання якого зводиться до розв’язання квадратного рівняння шляхом виділення повного квадрату розглянемо на наступних прикладах.
· Приклад.  Розв’язати рівняння 
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· Розв’язання.
Виділимо повний квадрат в лівій частині рівняння, отримаємо
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· Завдання для самостійного розв’язування
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             Відповідь: -1, -2, 3, 4.
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Рівняння виду             
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Дане рівняння розв’язується   виділенням квадрата двочлена.
· Приклад.Розв’язати рівняння 
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· Розв’язання.
До обох частин рівняння додамо вираз 
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Тоді дістанемо:
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Далі з сукупності рівнянь
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[image: image95.wmf]знаходимо розв’язки заданого рівняння.
Відповідь:
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[image: image99.wmf] Завдання для самостійного розв’язання
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[image: image101.wmf]4

5

-

;
[image: image102.wmf]4

5

.
№16.
[image: image103.wmf](

)

40

3

9

2

2

2

=

+

+

х

х

х

                                   (В. 1. А.Р.№23  2001р)
                                                             Відповідь: 6, -2.
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Рівняння виду  
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  Рівняння виду  
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  зводиться до розв’язування квадратного рівняння, якщо 
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· Приклад.  Розв’язати  рівняння 
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· Розв’язання.
Оскільки 2+1=-3+6  , то можна згрупувати множники лівої частини так:
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· Завдання для самостійного розв’язування
 №19.
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· Завдання для самостійного розв’язування
№25.
[image: image177.wmf].

12

)

2

)(

3

)(

1

)(

6

(

2

x

x

x

x

x

=

-

+

-

+

                          (В.21. №6  2004р)
                                                                         Відповідь:-2, 3, 
[image: image178.wmf]2

73

2

-

-

,
[image: image179.wmf]2

73

2

+

-

.
№26.
[image: image180.wmf].

20

)

2

)(

4

)(

8

)(

1

(

2

x

x

x

x

x

-

=

-

+

-

+

                       (А.Р.42. В.2 №13  2001р)  
                                                                         Відповідь:-2, 4,
[image: image181.wmf]2

41

3

+

, 
[image: image182.wmf]2

41

3

-

.
№27.
[image: image183.wmf].

4

)

12

)(

8

)(

3

)(

2

(

2

x

х

x

x

x

=

+

+

+

+

                         Відповідь: 
[image: image184.wmf]42

7

15

-

,
[image: image185.wmf]42

7

15

+

.
№.28.  
[image: image186.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

10

2

6

4

3

х

х

х

х

х

=

+

-

-

+

                           (А.Р.42.В.1  №13  2001р)  
                                                                         Відповідь: -
[image: image187.wmf],

4

 
[image: image188.wmf],

21

3

-

3, 
[image: image189.wmf].

21

3

+


Однорідні рівняння.
Рівняння виду
[image: image190.wmf](

)

(

)

0

)

(

)

(

2

2

=

+

+

x

g

x

cf

x

bg

x

af

    де 
[image: image191.wmf]R

c

b

a

Î

,

,

,    
[image: image192.wmf])

(

),

(

x

g

x

f

 - деякі функції називається однорідним. Після ділення обох його частин на 
[image: image193.wmf]0

)

(

¹

x

f

 (або 
[image: image194.wmf]0

)

(

¹

x

g

) і заміни 
[image: image195.wmf](

)

t

x

g

x

f

=

)

(

  ( або
[image: image196.wmf](

)

t

x

f

x

g

=

)

(

)  воно зводиться до квадратного.
· Приклад 1. Розв’язати  рівняння
2(x
[image: image197.wmf]2

+х+1)
[image: image198.wmf]2

-7(х-1)
[image: image199.wmf]2

=13(х
[image: image200.wmf]3

-1)                        (В.54. №4.2  2010р)
· Розв’язання

Запишемо дане рівняння у вигляді:


[image: image201.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

1

13

1

7

1

2

2

2

2

2

+

+

-

=

-

-

+

+

х

х

х

х

х

х

,  після заміни 
[image: image202.wmf]v

х

=

-

1

,   
[image: image203.wmf]u

х

х

=

+

+

1

2

 отримаємо 
[image: image204.wmf]однорідне рівняння: 

[image: image205.wmf]vu

v

u

13

7

2

2

2

=

-

.  Одночасно  
[image: image206.wmf]0

=

u

 і 
[image: image207.wmf]0

=

v

 не може, тому прийнявши  
[image: image208.wmf]0

¹

u

 поділимо ліву і праву частини рівняння на 
[image: image209.wmf]0

2

¹

u

 отримаємо:

[image: image210.wmf]u

v

u

v

13

7

2

2

2

=

-

.  Позначимо
[image: image211.wmf]t

u

v

=

   , тоді  останнє рівняння набуде вигляду 
[image: image212.wmf]0

13

7

2

2

=

-

-

t

t

. 
[image: image213.wmf]225

56

169

=

+

=

D

, 
[image: image214.wmf]2

1

-

=

t

, 
[image: image215.wmf]7

1

2

=

t

. Врахувавши заміну отримаємо:    1)
[image: image216.wmf]2

1

1

2

-

=

+

+

-

х

х

х

, або 
[image: image217.wmf]0

1

3

2

2

=

+

+

х

х

, розв’язавши яке отримаємо 
[image: image218.wmf]2

1

1

-

=

х

,
[image: image219.wmf]1

2

-

=

х

.
2) 
[image: image220.wmf]7

1

1

1

2

=

+

+

-

х

х

х

, або 
[image: image221.wmf]0

8

6

2

=

+

-

х

х

 , розв’язавши яке отримаємо 
[image: image222.wmf]2

3

=

х

,
[image: image223.wmf]4

4

=

х

.

Відповідь: 
[image: image224.wmf]2

1

1

-

=

х

,
[image: image225.wmf]1

2

-

=

х

,
[image: image226.wmf]2

3

=

х

,
[image: image227.wmf]4

4

=

х

.

·  Приклад 2. Розв’язати  рівняння 

[image: image228.wmf]0

1

9

5

1

3

3

1

3

2

2

2

2

2

=

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

х

х

х

х

х

х

.                    (А.Р. 41 В.1 , №12   2001р)
Подамо дане рівняння як однорідне.  ОДЗ:
[image: image229.wmf]1

±

¹

х

, позначимо 
[image: image230.wmf]u

х

х

=

+

-

1

3

,
[image: image231.wmf]v

x

x

=

-

+

1

3

;


[image: image232.wmf]0

5

3

2

2

2

=

-

+

uv

v

u

.  Одночасно  
[image: image233.wmf]0

=

u

 і 
[image: image234.wmf]0

=

v

 не може, тому прийнявши  
[image: image235.wmf]0

¹

u

 поділимо ліву і праву частини рівняння на 
[image: image236.wmf]0

2

¹

u

 отримаємо:


[image: image237.wmf]0

5

3

2

2

2

=

-

+

u

v

u

v

. Після заміни 
[image: image238.wmf]t

u

v

=

, отримаємо 
[image: image239.wmf]0

5

3

2

2

=

-

+

t

t

, де 
[image: image240.wmf]1

1

=

t

, 
[image: image241.wmf]3

2

2

=

t

.

Врахувавши заміну отримаємо 
[image: image242.wmf]3

4

3

4

2

2

+

+

=

+

-

x

x

x

x

,
[image: image243.wmf]x

x

4

4

=

-

, 
[image: image244.wmf]0

=

x

 , або

[image: image245.wmf])

3

4

(

3

)

3

4

(

2

2

2

+

+

=

+

-

x

x

x

x

,
[image: image246.wmf]9

12

3

6

8

2

2

2

+

+

=

+

-

x

x

x

x

, 
[image: image247.wmf]0

3

20

2

=

+

+

x

x

, 
[image: image248.wmf]97

3

100

4

=

-

=

D

,
[image: image249.wmf]97

10

±

-

=

x

.

Відповідь: 
[image: image250.wmf]0

,
[image: image251.wmf]97

10

-

-

, 
[image: image252.wmf]97

10

+

-

.

· Завдання для самостійного розв’язування

№29.
[image: image253.wmf]0

4

9

46

2

3

168

2

3

3

2

2

2

2

=

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

х

х

х

х

х

х

               Відповідь:1; 1,2; 5;6.                                                                              
№30.
[image: image254.wmf]0

1

4

7

1

2

4

1

2

3

2

2

2

2

=

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

х

х

х

х

х

х

                   (А.Р. 41. В. 2, №12   2001р) 
                                                                        Відповідь:
[image: image255.wmf]2

433

21

-

-

, 
[image: image256.wmf]2

433

21

+

-

,0.   
 №31.
[image: image257.wmf](

)

(

)

(

)

0

1

3

1

4

1

2

2

2

=

+

+

-

-

-

х

х

х

                            Відповідь: -2.
 №32.
[image: image258.wmf](

)

(

)

(

)

0

2

3

4

6

2

2

2

2

=

+

+

-

-

-

х

х

х

                        Відповідь:
[image: image259.wmf]2

33

1

-

;  
[image: image260.wmf]2

33

1

+

.
Рівняння, які розв’язуються шляхом введення нової змінної.
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· Розв’язання.
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Перетворимо дане рівняння у вигляді
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· Приклад. Розв’яжіть рівняння. 
[image: image307.wmf].

5

1

25

10

25

10

4

2

2

+

=

-

-

+

-

х

х

х

х


· Розв’язання.
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Зведемо дане рівняння до спільного знаменника.
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Відповідь: 9.  
· Завдання для самостійного розв’язування.
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                                                                 Відповідь: 1; 5,5.
 №36.
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                                                                  Відповідь:9.
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                                                                  Відповідь:   1.                №38.
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                                                                  Відповідь: 2,5.
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                                                                  Відповідь: 1.
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                                                                   Відповідь: 2.
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                                                                   Відповідь:  0,5. 
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                                                                  Відповідь: 4.
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                                                                  Відповідь: 1,5.
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                                                                  Відповідь: -12.
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                                                                  Відповідь: 7.
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                                                                   Відповідь: 2.
· Приклад. Розв’яжіть рівняння: 
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· Розв’язання.
  ОДЗ: 
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Запишемо дане рівняння у вигляді
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· Завдання для самостійного розв’язування

№49.
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                                                                         Відповідь:-5; -3; 0; 2.
Рівняння, які розв’язуються методом розкладання на множники лівої частини
Рівняння, які розв’язуються методом розкладання на множники лівої частини, а права частина дорівнює нулю. При розв’язуванні використовується твердження:  добуток 
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· Приклад:

       Розв’яжіть рівняння:
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· Розв’язання

[image: image360.wmf];

9

,

2

;

0

9

,

0

)

2

(

;

0

)

9

)(

2

(

;

0

)

2

(

9

)

2

(

2

2

2

=

=

=

-

=

-

=

-

-

=

-

-

-

абоx

x

абоx

x

x

x

x

x

х


                      
[image: image361.wmf].
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· Приклад . Розв’язати рівняння    
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Розв’язання.
[image: image364.wmf] Розкладемо ліву частину рівняння на множники.
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 Ліва частина дорівнює 0 тоді й тільки тоді, коли 
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Зробимо заміну 
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Одержуємо квадратне рівняння 
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 EMBED Equation.3  [image: image376.wmf].

2

6

2

±

=

y

 
[image: image377.wmf];

4

1

=

y
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[image: image379.wmf]4

2

=

x

 або 
[image: image380.wmf]2

2

-

=

x

. Коренями першого рівняння є числа -2  і  2,  а друге рівняння коренів немає.

Відповідь:
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· Завдання для самостійного розв’язування

 №50. х
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                                                                             Відповідь: -2; 2; 4.
№51.
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                                                                             Відповідь: 5;-5;2;-2.
 №52.
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                           (В.  4.№3  1999р)                                                                                                                                                       
                                                                             Відповідь:-3; 3.
№53.
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                                                                             Відповідь:-3; 3; -2; 2.
№54.
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                             (В.  58.№3  1999р)
                                                                             Відповідь:-3; 3.
№55.
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                                (В.  77.№3  1999р)
                                                                              Відповідь: -2;  2.
Рівняння виду 
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Рівняння виду 
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   називається зворотним (симетричним) 
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· Приклад 1.   Розв’язати рівняння.
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· Розв’язання.
Піднесемо ліву і праву частини даного рівняння до квадрата, отримаємо: 
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Зробимо заміну 
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· Приклад 2.   Розв’язати рівняння
 . 3х
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· Розв’язання

Запишемо дане рівняння у вигляді 
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· Завдання для самостійного розв’язування
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 Рівняння, що містять взаємно обернені вирази
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· Приклад. Розв’язати рівняння   
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· Завдання для самостійного розв’язування

№59.
[image: image465.wmf]х

х

х

х

2

5

2

5

2

2

=

+

+

+

                                  (В.60. №7 2004р) 

                                                                    Відповідь: 
[image: image466.wmf]6

1

1

-

=

х

;
[image: image467.wmf]16

1

2

+

=

х

.                         
№60.
[image: image468.wmf]2

1

2

2

3

3

2

=

-

+

+

+

-

х

х

х

х

                                         (В 92. №5 2004р) 
                                                                    Відповідь:
[image: image469.wmf]3

1

; 4.
№61.
[image: image470.wmf]3

1

3

2

1

1

2

=

-

+

+

+

-

х

х

х

х

                                         ( В 91. №5 2004р) 
                                                                    Відповідь:-2,5; -3,5.
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Рівняння виду  
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Рівняння виду  
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· Приклад. Розв’язати рівняння
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· Розв’язання.
 Поділимо чисельник і знаменник кожного дробу лівої частини рівняння на 
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Якщо 
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· Завдання для самостійного розв’язування

№64.
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                                                                        Відповідь: -1; 2.
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                                                                        Відповідь:1; 3.
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[image: image508.wmf]c

b

x

a

х

=

+

+

+

4

4

)

(

)

(


Рівняння виду 
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Зводиться до квадратного заміною 
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· Приклад.  Розв’язати  рівняння 
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· Розв’язання.
Зробимо заміну 
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· Завдання для самостійного розв’язування
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                                                                  Відповідь:   3, 7.
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                                                                  Відповідь:   2; 4.
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                                                                  Відповідь:   -3; -1.

Дробово-раціональне алгебраїчне рівняння з раціональними коефіцієнтами
       Будь-яке  дробово-раціональне алгебраїчне рівняння з раціональними коефіцієнтами може бути зведене до цілого раціонального алгебраїчного рівняння з раціональними коефіцієнтами , а останнє - до цілого  алгебраїчного рівняння з цілими коефіцієнтами. Даний метод ґрунтується на твердженнях:

1)  якщо рівняння 
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  з цілими коефіцієнтами має корінь 
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2) для перетворення цілого раціонального алгебраїчного рівняння  з раціональними коефіцієнтами в зведене досить застосувати заміну 
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· Приклад. Знайдіть корені рівняння.
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· Розв’язання:
Запишемо дане рівняння у вигляді: 
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Якщо це рівняння має раціональні корені, то ними можуть бути тільки дійсні числа, які є дільниками вільного члена рівняння  -3:  
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. Дане рівняння не має коренів, що є дільниками вільного члена, тому зробимо заміну 
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Розв’язуючи  рівняння
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Другий спосіб.
Рівняння четвертого степеня, що зводяться до розв’язування квадратних рівнянь шляхом  введення параметра.
· Приклад. Знайдіть корені рівняння        
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· Розв’язання.
Введемо параметр 
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· Завдання для самостійного розв’язування
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Рівняння з параметрами
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· Приклад. Розв’язати рівняння. При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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· Завдання для самостійного розв’язування

№75. При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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· Приклад. Розв’язати рівняння.
При яких значеннях  а  параметра рівняння  
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· Розв’язання.
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· Завдання для самостійного розв’язування.
№76.   При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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· Приклад. Розв’язати рівняння.
При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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· Завдання для самостійного розв’язування

№77.  При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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· Приклад. Розв’язати рівняння.
При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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· Розв’язання.
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· Завдання для самостійного розв’язування

№78.При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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· Приклад. Розв’язати рівняння.

При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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· Завдання для самостійного розв’язування.
№79.При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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· Приклад. Розв’язати рівняння.
При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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· Розв’язання:
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· Завдання для самостійного розв’язування.
№80.При яких значеннях  а  параметра рівняння 
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·  Приклад.    Скільки коренів має рівняння 
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· Завдання для самостійного розв’язування

№86.
[image: image786.wmf]0

6

7

2

=

+

+

х

х

                                       (В.14,№4  1999р)
                                                              Відповідь: розв’язків не має. 

№87.
[image: image787.wmf]0

12

2

=

-

-

х

х

                                        (В.40,№4  1999р)
                                                               Відповідь:  -  4, 4.
№88.
[image: image788.wmf]0

15

2

2

=

-

+

х

х

                                       (В.51,№4  1999р)
                                                                Відповідь: -3, 3.
№89.
[image: image789.wmf]0

10

7

2

=

+

-

х

х

                                       (В.60,№4  1999р)
                                                               Відповідь: -5; -2; 2; 5.
№90.
[image: image790.wmf]0

7

8

=

-

+

х

х

х

                                         (В. 1. А.Р.№12  2001р)
                                                                      Відповідь: 
[image: image791.wmf]3

14

-

.
№91.
[image: image792.wmf]0

5

6

=

-

+

х

х

х

                                         (В. 2. А.Р.№12  2001р)
                                                                Відповідь: 
[image: image793.wmf]4

23

-

.
№92.
[image: image794.wmf]0

6

5

2

2

=

-

-

х

х

х

                                                   (В.59,№5  2004р)
                                                                Відповідь:  -6,  6.
№94.
[image: image795.wmf]0

12

4

2

2

=

-

+

х

х

х

                                                  (В.60,№4  2004р)
                                                                 Відповідь: -2, 2.
· Приклад. Розв’язати рівняння
[image: image796.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image797.wmf]3

3

5

2

=

-

-

х

х

.
Розв’язання. 

Рівняння 
[image: image798.wmf]3

3

5

2

=

-

-

х

х

 задовольняють ті значення 
[image: image799.wmf]х

, при яких вираз 
[image: image800.wmf]3

5

2

-

-

х

х

набуває значень -3 або 3, тобто 
[image: image801.wmf]3

3

5

2

-

=

-

-

х

х

  або
[image: image802.wmf]3

3

5

2

=

-

-

х

х

.

1) Розв’яжемо перше рівняння 
[image: image803.wmf]0

3

3

5

2

=

+

-

-

х

х

,
[image: image804.wmf]0

5

2

=

-

х

х

,
[image: image805.wmf]0

)

5

(

=

-

х

х

,
[image: image806.wmf]0

1

=

x

, 
[image: image807.wmf]5

2

=

x

.

2)Розв’яжемо друге рівняння
[image: image808.wmf]0

3

3

5

2

=

-

-

-

х

х

,
[image: image809.wmf]0

6

5

2

=

-

-

х

х

,
[image: image810.wmf]1

3

-

=

x

, 
[image: image811.wmf]6

4

=

x

.

Відповідь: 
[image: image812.wmf]0

1

=

x

, 
[image: image813.wmf]5

2

=

x

, 
[image: image814.wmf]1

3

-

=

x

, 
[image: image815.wmf]6

4

=

x

.

· Завдання для самостійного розв’язування

№95.
[image: image816.wmf]3

8

6

2

=

+

+

х

х

                                                  (В.33,№4  1999р)
                                                                         Відповідь: -5, -1.
№96.
[image: image817.wmf]4

2

3

2

=

-

+

х

х

                                                  (В.48,№4  1999р)
                                                                         Відповідь:
[image: image818.wmf]2

33

3

-

-

;-2, -1, 
[image: image819.wmf]2

33

3

+

-

.
№97.
[image: image820.wmf]9

3

5

2

=

+

-

х

х

                                                   (В.55,№4  1999р)
                                                                         Відповідь: -1, -6.
· Приклад.   Розв’язати рівняння
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 Запишемо дане рівняння у вигляді:
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· Завдання для самостійного розв’язування
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· Приклад.   Розв’язати рівняння
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Запишемо дане рівняння у вигляді:   
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· Завдання для самостійного розв’язування
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 №102. Розв’язати рівняння
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Відповідь: -1,75
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